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1 Contenu du cours selon ’'UQaM

Lemme de Zorn. Catégories et foncteurs : notions et exemples de
base : catégories de structures mathématiques, monoide, catégorie des en-
sembles; section, rétraction, exemples géométriques et algébriques. Fonc-
teurs et transformations naturelles : exemples de base, catégories de fonc-
teurs. Equivalence de catégories : exemples de base. Modules. Théoremes
d’homomorphisme et d’isomorphisme. Sommes et produits directs, modules
libres. Modules de type fini sur un anneau principal et applications aux
formes canoniques des matrices. Modules noethériens et artiniens : exemples
et propriétés de base. Modules indécomposables, théoreme de Krull-Schmidt.
Anneaux et polynomes : nilradical et localisation; élimination classique,
ensembles algébriques, théoréeme des zéros de Hilbert. Théorie des corps :
groupe de Galois, résolution par radicaux ; indépendance algébrique, degré
de transcendance, dimension des ensembles algébriques irréductibles ; corps
ordonnables, 17éme probleme de Hilbert.

2 Introduction

Remerciements : Luc Bélair pour ses notes de cours [2] ; Charles Sénécal
pour sa transcription du cours de Franco Saliola a ’automne 2021.



Premiere partie
Axiome du choix, lemme de Zorn,
théoreme de Zermelo

Nous allons étudier ces trois résultats fondamentaux, et voir qu’ils sont
équivalents. Nous prouverons que le lemme de Zorn implique le théoreme de
Zermelo 5.1, et que celui-ci implique I'axiome du choix 5.2 ; celui-ci implique
le lemme de Zorn, mais nous ne le prouverons pas.

3 Axiome du choix

3.1 Motivation : section d’une surjection

Le résultat suivant de la théorie des ensembles est bien connu (I’exercice
3.1 met ce résultat dans un cadre plus général).

Théoréme 3.1. Si [ : A — B est une fonction surjective, alors il existe
une fonction g : B — A telle que f o g =idpg.

La fonction g s’appelle une section de f; autrement dit, ¢’est un inverse
a droite de f.

Démonstration. Pour tout b € B, il existe a dans A tel que f(a) = b. On
choisit un tel a, et on pose g(b) = a. Ceci définit une fonction g : B — A et
ona fog(b)= f(a) =0b, donc fog=1idp. O

Dans la démonstration précédente, on a utilisé sans le dire I’axiome du
choix : pour tout b € B, on a choisi un élément a dans le sous-ensemble
g~ (b) de A (ce sous-ensemble, rappelons-le, est I'ensemble des antécédents
de b dans A par la fonction ¢; attention & la notation ¢g~!, qui ne signifie
pas que g est inversible). Quand B est infini, il y a une infinité de choix a
faire, et il n’est pas évident que c’est possible.

Exercice 3.1. Soit une fonction f : A — B. Démontrer les assertions
sutvantes.

(a) [ est injective si et seulement s’il existe un fonction h: B — A telle
que ho f =idy.

(b) f est surjective si et seulement s’il existe un fonction g : B — A telle
que fog=1idpg.

(c) Si f est bijective, alors g et h ci-dessus sont uniques, et égales.



(d) Pour (a) et (b), montrer que si f est n’est pas bijective, alors h et g
ne sont pas uniques.

Exercice 3.2. Montrer que dans la preuve du théoréeme 5.1, on n’a pas
besoin de l'axiome du choix lorsque A est fini.

3.2 Axiome du choix

C’est Paxiome suivant : soit A un ensemble et P*(A) l’ensemble des
parties non vides de A. Il existe une fonction F : P*(A) — A telle que
pour tout X € P*(A), on a f(X) € X.

La fonction F s’appelle une fonction de choiz.

3.3 Application : existence d’une section

Revoyons la preuve du théoreme 3.1 en utilisant ’axiome du choix.
Nous avons donc une surjection f : A — B. Considérons une fonction
de choix F' : P*(A) — A. Nous définissons alors la fonction g : B — A
par Vb € B, g(b) = F(f~1(b)). Ceci est bien défini car f~1(b) est non vide
et F(f~Y(b)) € f71(b) C A. Et on a fog(b) = f(F(f~*(b)) = b, car
F(f~Y(b)) € f~(b), par définition d'une fonction de choix.

Donc g est une section de f.

3.4 Application : existence d’un sous-ensemble non mesu-
rable de R

Dans un cours d’intégration, on apprend ce qu’est un sous-ensemble me-
surable de R, ainsi que la notion de mesure d’un tel sous-ensemble. Tout ce
que nous avons besoin de savoir la-dessus est comme suit :

- La mesure de Lebesgue sur R est une fonction p qui associe une valeur
numérique réelle > 0, a certains sous-ensembles de R, appelés ensembles
mesurables, et la valeur est appelée leur mesure. On note p(X) la mesure
du sous-ensemble mesurable X.

- Les intervalles [a, b] sont mesurables, de mesure b — a.

- On a u(X +a) = p(X) (invariance de p sous la translation).

-Si X CY et X,Y mesurables, alors u(X) < p(Y).

- Siles X, n € N, sont mesurables, alors | J,, X;, est mesurable, et on a
w(U,, Xn) = >, (Xn) si, de plus, les X,, sont deux a deux disjoints.

Nous construisons maintenant un sous-ensemble V' de [0, 1] et montrons
qu’il n’est pas mesurable (construction due a Vitali). On considere le sous-
groupe additif Q de R; toute classe C' de R modulo Q rencontre [0,1] :



en effet, C' contient un élément z, donc aussi 1’élément €, ou 'on a posé
x = |x| + € (on dit que € est la partie fractionnaire de x). Par axiome du
choix, on choisit un élément v € C'N[0,1], et on note V' I’ensemble de ces v
quand on considere toutes les classes de R modulo Q. On a donc

R/Q:{U+Q|UGV}’VC [071]7

et les v dans V son deux a deux non congrus modulo Q.

Supposons par I'absurde que V' est mesurable. Posons A = |J(¢ + V),
ou la réunion est sur tous les ¢ € Q tels que —1 < ¢ < 1. La réunion est
disjointe : en effet, si ¢ + V rencontre ¢’ + V, alors il existe v,v" dans V tels
que ¢g+v =¢ +v', doncv' =v+q—¢, donc v+Q = v'+Q et on en déduit
v=0vetqg=¢,doncenfing+V=¢+V.

Nous avons [0,1] C A C [—1,2]. En effet, sir € [0,1], alors il existe v € V
telquer+Q =v+Q. Doncr—v e Qetr—ve[-1,1] car v € [0,1]. Donc
r € (r—v)+V € A. Ceci prouve la premiere inclusion. Pour la deuxiéme,
onaV C[0,1] et ¢ € [-1,1], d’ou l'on tire ¢ + V € [—1, 2].

Des inclusions ci-dessus, on déduit les inégalités de mesures u([0,1] <
Uy +V)) < p([-1,2]), dou 1 < 37 (V) < 3. 81 pu(V) = 0, la somme
vaut 0, une contradiction ; si p(V') > 0, la somme est infinie (tous ses termes
valent 1(V')), ce qui est absurde aussi.

4 Lemme de Zorn

4.1 Notions sur les ensembles ordonnés

Définition 4.1. Soit X un ensemble muni d’un ordre <.

- Deux éléments x,y de X sont dits comparables si z <y ou y < x.

- Un sous-ensemble Y de X est dit majoré s’il existe x € X tel que
VyeY,y<uz.

- Une chaine dans X est une partie de X qui est totalement ordonnée
par lordre induit.

- Un élément maximal dans X est un élément x tel que pour tout y € X,
stz <y, alors y = x.

Exercice 4.1. Dans l’ensemble des parties X d’un ensemble a n éléments,
ordonné par inclusion, qulle est la cardinalité mazimum des chaines ¢

Exercice 4.2. Soit X l'ensemble des parties # E d’un ensemble E, ordonné
par inclusion ; quels sont les éléments maximauz de X ¢ Méme question pour



l’ensemble des sous-espaces vectoriels propres d’un espace vectoriel V, [’ordre
étant l'inclusion ; on peut commencer par le cas ot la dimension de V est

finie.

4.2 Ensembles inductifs et lemme de Zorn

Définition 4.2. Un ensemble ordonné est dit inductif si toute chaine y est
majorée.

Théoréme 4.1. (Lemme de Zorn) Tout ensemble ordonné inductif non vide
possede un élément maximal.

Le lemme de Zorn se déduit de 'axiome du choix en utilisant la théorie
des ordinaux. Nous ne ferons pas ici cette démonstration.

4.3 Application : existence d’une base
Théoreme 4.2. Tout espace vectoriel sur un corps admet une base.

Prouvons d’abord le joli résultat suivant, mettant en lumiere la symétrie
entre “linéairement indépendant” et “générateur”.

Proposition 4.1. Soit H une partie d’un espace vectoriel E. Les conditions
susvantes sont équivalentes.

(i) H est une base de E.

(i) H est mazimal dans [’ensemble L des parties linéairement
mdépendantes de E, ordonné par inclusion.

(11i)) H est minimal dans l’ensemble G des parties génératrices de E,
ordonné par inclusion.

Démonstration. Nous ne prouvons que (i) = (i), qui est la seule implication
utilisée pour prouver le théoreme. Soit donc H un élément maximal dans
I’ensemble £ des parties linéairement indépendantes de E, ordonné par in-
clusion. Si e € F, et si e n’était pas combinaison linéaire de H, alors H Ue
serait libre, ce qui contredirait la maximalité de H ; donc H engendre FE.
Donc H est une base de F. O

Preuve du théoréme 4.2. 11 suffit de montrer que ’ensemble £ des parties
linéairement indépendantes de ’espace vectoriel F, avec ’ordre d’inclusion,
est inductif.

Soit donc une partie J totalement ordonnée de L. Faisons la réunion L
de toutes les éléments de J (ces éléments sont des parties de E'!). Montrons
que L est une partie linéairement indépendante. Sinon, il existe des vecteurs



distincts vy, ..., v, dans L et des scalaires non tous nuls tels que ) . a;v; = 0.
Chaque v; est dans L, donc dans un élément L; de J. Les éléments L1, ..., L,
sont dans J qui est totalement ordonné ; donc I'un des L; est plus que tous
les autres, c’est-a-dire, les contient. Alors vy,...,v, € L;, ce qui contredit
que L; doit étre une partie linéairement indépendante. ]

On peut plus généralement démontrer le théoréeme suivant, qui contient
aussi le théoreme de la base incomplete.

Théoreme 4.3. Si dans un espace vectoriel, on a une partie linéairement
indépendante L et une partie génératrice G telles que L C G, alors il existe
une base B telle que L C B C G.

La preuve est tres similaire, et elle est laissée en exercice 4.4.

Exercice 4.3. Compléter la preuve de la proposition 4.1.

Exercice 4.4. Fuaire la preuve du théoréme 4.5.

4.4 Application : existence d’un idéal maximal contenant un
idéal
Un idéal bilatere mazimal d’'un anneau est un idéal bilatere propre qui
n’est contenu strictement dans aucun idéal bilatere propre.

Théoreme 4.4. Tout anneau unitaire posséde un idéal bilatére maximal.

Démonstration. Soit A cet anneau. On considere 'ensemble des idéaux
propres de A, ordonné par inclusion. C’est un ensemble inductif : toute
chaine est majorée par la réunion de ses éléments ; cette réunion, notée J,
est en effet un idéal; J est propre, car sinon 1 est dans .J, donc dans un des
élément de la chaine, lequel ne serait pas propre. ]

Exercice 4.5. Montrer que tout idéal (4 gauche, a droite, bilatére) propre
est contenu dans un idéal (idem) mazximal (adapter la preuve du théoréeme).
4.5 Application : existence d’une injection X - Y ouY — X

Théoréme 4.5. FEtant donnés deux ensembles X,Y , il existe une injection
de X dans 'Y, ou une injection de Y dans X.



Démonstration. Appelons bijection partielle X — Y une bijection f d’une
partie de X, Dom/(f) (le domaine de f), vers Y. Si f, g sont deux bijections
partielles X — Y, nous écrivons f < g si f = g | Dom(f). On obtient ainsi
une relation d’ordre sur I’ensemble F' des bijections partielles X — Y. Si
f € F, onnote f~! la bijection partielle Y — X définie de maniere évidente.

Montrons d’abord que si f est un élément maximal pour cet ordre, alors
f est une injection X — Y ou bien f~! est une injection Y — X. En effet,
sinon, Dom(f) # X et Dom(f~!) # Y. Il existe donc x € X \ Dom(f) et
y € Y\ Dom(f~') = Im(f) ; alors la fonction partielle g : X — Y, qui étend
f par la condition g(z) = vy, satisfait f < g : f ne serait pas maximale.

Montrons que F' est un ensemble ordonné inductif. En effet, soit C' une
chaine C dans F. On définit une fonction partielle A de X vers Y, dont
le domaine est la réunion D = Dom(h) des domaines des f € C'; h est
définie par la condition : si z € D, soit f € C tel que z € Dom(f), alors
h(a) = f(a). Ceci définit correctement h, a cause de la condition de chaine.
Il est clair que h est une bijection partielle, et qu’elle majore C.

On peut alors appliquer le lemme de Zorn et obtenir un élément maximal,
ce qui conclut la preuve. ]

Le résultat précédent est intéressant pour la théorie de la cardinalité. Il
assure que deux ensembles ont toujours des cardinalités comparables : on
dit en effet que la cardinalité d’un ensemble X est < a la cardinalité d’un
ensemble Y §’il existe une injection de X vers Y. On démontre de plus que
cette relation sur les cardinalités est anti-symétrique : s’il existe une injection
dans chaque sens, il existe aussi une bijection ; les cardinalités sont égales.
De plus, on montre que ’existence d’une injection X — Y est équivalente a
celle d’'une surjection Y — X (c’est essentiellement dans ’exercice 3.1).

5 Théoréme de Zermelo

5.1 Le théoréme

Un ordre sur un ensemble X est appelé un bon ordre si toute partie non
vide de X a un minimum (plus petit élément). L’exemple classique est N
avec l'ordre naturel, alors que Z n’est pas bien ordonné par ’ordre naturel.

Théoréme 5.1. Tout ensemble admet un bon ordre.

Appelons idéal inférieur d'un ensemble ordonné E tout sous-ensemble [
de E tel que
Ve,yec B,y Fx <y=a € F.



Lemme 5.1. Si I C J sont des idéaux inférieurs de ’ensemble ordonné
E, si Z est une partie de E tels que min(Z N I), min(Z N J) existent, alors
min(Z NI) =min(Z N J).

Démonstration. Comme I C J,ona INZ C JNZ, donc
min(Z N I) > min(Z N J).

Dans cette inégalité, 1’'élément de gauche est dans I, qui est un idéal
inférieur ; donc I’élément de droite est aussi dans I, et il est aussi dans
Z, donc il est dans Z N I, et I'inégalité ne peut étre stricte. O

Lemme 5.2. Soit F = FUa avec a ¢ E. On suppose que E est ordonné.
Alors on peut étendre 'ordre de E a F en décidant que a est le plus grand
élément de F.

Preuve du théoréme 5.1. Soit X un ensemble non vide et considérons F' =
{(V,<) : Y C X,(Y,<) est un bon ordre}. On vérifie que la relation sui-
vante définit un ordre partiel sur F' : (Y7, <y,) < (Y2, <y,) si (Y1,<y;) est
un idéal inférieur de (Ya, <y, ).

Alors F est non vide, puisqu’il contient (). De plus F est un ensemble
inductif. En effet, soit C' une chaine dans F'. On définit Z comme la réunion
des Y, pour (Y,<y) € C. On définit un ordre sur Z, qui coincide avec
celui de Y, pour tout (Y, <y) € C; ceci est bien défini, car pour (Y7 <y,),
(Y2, <y,) € C, I'un des Y; est contenu dans l'autre, et 'ordre du plus petit
est la restriction de I'ordre du plus grand.

Montrons que Z est bien ordonné. On considére un sous-ensemble T’
non vide de Z. Alors, si pour (Y,<y) € C, TNY est non vide, on définit
ay = min(T'NY), qui existe car Y est bien ordonné. Le lemme 5.1 implique
que ay ne dépend pas de Y. C’est donc le minimum de 7.

Ainsi on peut appliquer le lemme de Zorn et obtenir un élément maximal
de F, disons (Yp, <g). Alors on doit avoir Yy = X, sinon soit a € X \ Yp, et
alors on obtient un bon ordre sur Yy U a, en prenant a comme maximum de
cet ensemble (lemme 5.2 ; alors Yj en est un idéal inférieur, ce qui contredit
la maximalité. Ainsi Yy = X et <g est le bon ordre cherché. O

5.2 Ce théoreme implique ’axiome du choix

On peut déduire 'axiome du choix du théoreme de Zermelo. En effet, si
on a un ensemble non vide X, et un bon ordre < sur X (dont l'existence
nous est assurée par le théoreme de Zermelo), on peut définir la fonction
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[ P*X) - X, f(Y) = min(Y), qui est une fonction de choix, puisque
fY)ey.

Deuxieme partie

Catégories

Dans ce qui suit, on utilise le mot classe pour désigner une “collection
d’objets”. On parle par exemple de la classe de tous les ensembles; on ne
peut pas parler de “I’ensemble de tous les ensembles”, car cela conduit a des
contradictions.

6 Objets et morphismes

6.1 Définition d’une catégorie

Une catégorie C est définie par la donnée

- d’une classe Obj(C), appelée classe des objets de C;

- pour chaque paire d’objets (A, B) dans C, d’une classe Hom¢ (A, B),
appelée classe des morphismes de A vers B

- d’une opération sur les morphismes appelée composition, qui pour
chaque triplet d’objets (A, B, C') de C, et tous morphismes f € Hom¢ (A, B)
et g € Home(B, C) associe un morphisme noté g o f dans Home(A, C).
On a de plus les propriété suivantes :

(a) si (A, B) # (A, B'), alors Hom¢(A, B) N Home(A', B') est vide;

(b) pour chaque objet A, il existe id 4, appelé le morphisme identité, dans
Home(A, A) tel que : pour tous objets B, C et pour tous f € Hom¢ (A, B)
et g € Home(C, A), foidg = f et idgog = g;

(c) ho(gof)=(hog)of.

Pour signifier que f € Hom¢ (A, B), on écrit f: A — B ou A Iy B. On
abrege souvent aussi go f en gf.

Exercice 6.1. Montrer que ida est unique.

Exercice 6.2. La catégorie duale C*, avec les mémes objets que C, est ob-
tenue en inversant les fleches : f*: A — B est un morphisme dans C si et
seulement si f : B — A est un morphisme dans C. Montrer que c’est une
catégorie.
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6.2 Exemples

Dans tous les exemples de catégories qui suivent, les morphismes sont des
fonctions, et la composition des morphismes est la composition des fonctions.

- La catégorie Ens, dont les objets sont les ensembles, et les morphismes
sont les applications.

- La catégorie Mon, dont les objets sont les monoides, et les morphismes
les homomorphismes de monoides.

- La catégorie Gr, dont les objets sont les groupes, et les morphismes les
homomorphismes de groupes.

- La catégorie Ab, dont les objets sont les groupes abéliens, et les mor-
phismes les homomorphismes de groupe.

- La catégorie Anni, dont les objets sont les anneaux unitaires, et les
morphismes les homomorphismes d’anneaux unitaires.

- La catégorie Evg, dont les objets sont les K-espaces vectoriels, et les
morphismes les applications K-linéaires.

- La catégorie Top, dont les objets sont les espaces topologiques, et les
morphismes les fonctions continues.

Dans tous ces exemples de catégories, les objets sont des ensembles.
Voyons un exemple ou ¢a n’est pas le cas. C’est la catégorie, notée Maty,
dont les objets sont les entiers naturels (donc Obj(Matg) = N), et telle
que Homprar, (1,7) est I'ensemble des matrices de taille j x ¢ sur K. La
composition est le produit des matrices, et le morphisme identité ¢+ — 7 est
la matrice identité d’ordre i.

Dans tous ces exemples de catégories, Hom¢ (A, B) est un ensemble. Une
telle catégorie est dite localement petite.

Exercice 6.3. Montrer que si A un objet dans une catégorie localement
petite, alors Home(A, A) est un monoide.

6.3 Isomorphismes et autres

Définition 6.1. Soit f € Home(A, B). On dit que f est un isomorphisme
s’il existe g € Home(B, A) tel que go f =idy et fog=idp.

Définition 6.2. Un morphisme f dans une catégorie est dit simplifiable a
gauche (resp. a droite) si pour tous morphismes g, h tels que fog= foh
(resp. go f =ho f), on g=h.

Un morphisme simplifiable a droite est appelé un épimorphisme, et un
morphisme simplifiable a gauche est appelé un monomorphisme.
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Un isomorphisme est simplifiable & gauche et a droite. La réciproque
n’est pas vraie en générale (exercice 6.9).

Exercice 6.4. Montrer que si A un objet dans une catégorie localement
petite, alors l’ensemble des isomorphismes dans Home(A, A) est un groupe.

Exercice 6.5. Montrer que dans les catégories Ens, Mon, Gr, Ab, Anny,
FEug, un morphisme est un isomorphisme si et seulement si c’est une ap-
plication bijective. Montrer par un exemple que ce n’est pas le cas pour la
catégorie Top.

Exercice 6.6. Montrer que dans la catégorie M atyk, les isomorphismes sont
les matrices inversibles.

Exercice 6.7. Montrer que dans les catégories Ens et Fvg, un morphisme
est un épimorphisme (resp. monomorphisme) si et seulement si c’est une
application surjective (resp. injective).

Exercice 6.8. Montrer que dans la catégorie Anny, l’homomorphisme d’an-
neaur Z — Q qui envoie 1 sur 1, est un épimorphisme, mais n’est pas une
application surjective.

Exercice 6.9. Dans la catégorie Top, montrer qu’un morphisme f: X =Y
est un épimorphisme (resp. un monomorphisme) si et seulement si f(X) est
dense dans Y (resp. f est injective). Donner un exemple de morphisme qui
est un épimorphisme et un monomorphisme sans étre un isomorphisme.

6.4 Objets initiaux et finaux

Définition 6.3. Dans une catégorie, un objet A est dit final (resp. initial),
st pour tout objet X, il existe un unique morphisme X — A (resp. A — X ).

Proposition 6.1. Un objet final (resp. initial) est unique a isomorphisme
pres.

Qu’un objet final est “unique a isomorphisme pres” signifie que si deux
objets sont finaux, alors il existe un isomorphisme de 'un vers ’autre.

Démonstration. Soit A un objet final. Par hypothese, il existe un unique
morphisme A — A, qui est donc forcément ids. Si B est un autre objet
final, il existe par hypotheése un morphisme f : B — A and un morphisme
g:A— B. Alors fog est un morphisme A — A, et on a donc fog=1id4;
symétriquement, g o f = idpg. Donc f, g sont des isomorphismes. O
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Application : propriété universelle

Les “propriétés universelles” apparaissent souvent en algebre. Nous en
donnons un exemple. La propriété universelle du quotient d’un groupe
abélien se formule comme suit : st H est un sous-groupe d’un groupe abélien
G, et si on note m : G — G/H l’homomorphisme canonique, alors pour
tout homomorphisme f : G — G’ tel que H C Ker(f), il existe un unique
homomorphisme f : G/H — G’ tel que f = for.

Voyons que cette propriété s’exprime de maniere équivalente en disant
qu’un certain objet est initial dans une certaine catégorie. La catégorie en
question est la classe des paires (G', f) ou G’ est un groupe abélien et f :
G — G’ un homomorphisme dont le noyau contient H. Si (G', f') et (G”, ")
sont deux objets dans cette catégorie, un morphisme (G', ') — (G”, ") est
un homomorphisme g : G’ — G” tel que f” = go f'. Ainsi, dire que (X, )
est un objet initial dans cette catégorie (et en particulier ¢ : G — X), c’est
dire que pour tout groupe abélien G’ et tout homomorphisme f : G — G’
dont le noyau contient H, il existe un unique homomorphisme g : X — G’ tel
que f = go; c’est bien la propriété universelle ci-dessus, avec X = G/H,
p=m.

Exercice 6.10. Montrer qu’un objet est final dans la catégorie C si et seule-
ment si ¢’est un objet initial dans la catégorie duale C*. Voir l’exercice 6.2.

Exercice 6.11. Enoncer la propriété universelle des quotients dans les
catégories Ens, Mon, Gr, Evg, Ann;.

6.5 Produits et coproduits

Définition 6.4. Le produit de deux objets A et B dans une catégorie est
la donnée d’un objet noté C = AT B et de morphismes p : C — A et
q : C — B, tels que pour tout objet X et tous morphismes f : X — A et
g : X = B, il existe un unique morphisme 0 : X — C tel que f = pb et

g =qb.

Le produit existe dans les catégories usuelles (voir exercice 6.12), mais
n’existe pas dans n’importe quelle catégorie. S’il existe, c’est un objet final
dans une certaine catégorie, voir exercice 6.13. On peut en déduire que le
produit est unique & isomorphisme pres.

Définition 6.5. Le coproduit de deux objets A et B dans une catégorie
est la donnée d’un objet noté C = AU B et de morphismes o : A — C et
B : B — C, tels que pour tout objet X et tous morphismes f : A — X et
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g : B — X, il existe un unique morphisme 0 : C — X tel que f = Oa et
g=0p3.

Exercice 6.12. Montrer que dans les catégories Ens, Mon, Gr, Ab, Ann,
Eug, Top, le produit de deuzx objets A et B est le produit cartésien A X B.

Exercice 6.13. Soit C une catégorie, et deuxr objets A, B dans C. On
construit la catégorie Co p dont les objets sont les triplets (Z, f,g), ou
Z est un objet dans C et f : Z — A et g : Z :— B; un morphisme
(Z1, f1,91,) — (Za, f2,92) est un morphisme o dans C tel que fi = fao
et g1 = goo ; vérifier que c’est bien une catégorie. Montrer que le produit
de A et B dans C existe si et seulement si Cyxp a un objet final, auquel
s’identifie alors ce produit.

Exercice 6.14. Montrer que le coproduit de A et B dans Ens est la réunion
disjointe de A et B. Montrer que le coproduit de A et B, dans Ab et Eug,
est A X B.

Exercice 6.15. Montrer que le coproduit s’interprete comme un objet initial

dans la catégorie appropriée. Indication : inverser les fleches dans 'exercice
6.15.

7 Foncteurs

7.1 Foncteurs covariants et foncteurs contravariants

b

De maniere informelle, un foncteur est un “morphisme ” entre deux

catégories.

Définition 7.1. Soient C et D deux catégories. Un foncteur F' : C — D
est une association d’un objet de D noté F(A) a tout objet A de C, et d’'un
morphisme F(f) : F(A) — F(B) dans D a tout morphisme f : A — B dans
C, de telle maniére que F respecte la composition (F(gf) = F(g)F(f)) et
préserve les identités (F'(ida) = idp(a))-

Un exemple général : le foncteur oubli de n’importe laquelle des
catégories Mon, Gr, Ab, Anny, Evg, Top, vers Ens; il envoie tout objet
sur ’ensemble sous-jacent, et tout morphisme sur ’application ensembliste
correspondante.

Un foncteur est souvent appelé foncteur covariant, par opposition aux
foncteurs contravariants que nous définissons ci-dessous.

15



Définition 7.2. Soient C et D deux catégories. Un foncteur contravariant
T : C — D est une association d’un objet de D noté T(A) a tout objet A
de C, et d’un morphisme T(f) : T(B) — T(A) dans D a tout morphisme
f:A— B dans C, de telle maniére que F' renverse la composition (T'(gf) =
T(f)T(g)) et préserve les identités (T(ida) = idp(a))-

Un exemple est le foncteur V- — V* (dual de V); c’est un foncteur
contravariant de Vectx dans elle-méme, qui envoie le morphisme (application
linéaire) f : V' — W sur le morphisme transposé f*: W* — V*. En effet, si
I'on a une autre application linéaire g : W — X, alors (gf)* = f*g*.

Exercice 7.1. Définir des foncteurs oublis Gr — Mon, Anny — Ab,
Ann; — Mon, FEvg — Ab. Définir un foncteur Ab — Gr.

Exercice 7.2. Montrer que A — P(A) définit deux foncteurs de la catégorie
Ens dans elle-méme ; l'un est covariant (un morphisme f agit sur l’enseble
des parties par image directe), l'autre est contravariant (un morphisme f
agit sur lenseble des parties par image réciproque).

Exercice 7.3. Le sous-groupe dérivé G’ d’un groupe G est le sous-groupe
engendré par les commutateurs, c’est-a-dire par les éléments de la forme
aba=tb=1. Montrer que G' est un sous-groupe normal, et que G /G’ est un
groupe abélien. Montrer que G — G/G' définit un foncteur Ab — Gr.

Exercice 7.4. Soit C une catégorie localement petite et A un objet fixé
dans cette catégorie. On pose F(X) = Hom(X, A). De plus, pour tout mor-
phisme f : X — Y dans C, on note F(f) Uapplication Hom(X,A) —
Hom(Y,A),h — f oh. Montrer qu’on obtient ainsi on obtient un foncteur
de C wvers la catégorie Ens.

Exercice 7.5. Soit C une catégorie localement petite et A un objet fixé
dans cette catégorie. On pose T(X) = Hom(A, X). De plus, pour tout mor-
phisme f : X — Y dans C, on note T(f) Uapplication Hom(A,Y) —
Hom(A,X),h — ho f. Montrer qu’on obtient ainsi on obtient un fonc-
teur contravariant de C vers la catégorie Ens. Revisiter ainsi 'exemple du
foncteur V.— V* de Vectk.

Exercice 7.6. Montrer Uapplication V. — V** f — f** définit un foncteur
de Vectg dans elle-méme. Indications : composer le foncteur contravariant
de l'exemple ci-dessus avec lui-méme.
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7.2 Transformation naturelle et isomorphisme naturel

De maniere informelle, une transformation naturelle est un “morphisme”
entre deux foncteurs.

Définition 7.3. Soient C, D deuz catégories et F,G : C — D deux foncteurs
covariants (resp. contravariants). Une transformation naturelle 7 de F' vers
G associe a tout objet X de C un morphisme 7x : F(X) — G(X) dans
la catégorie D, tel que pour tout morphisme f : X — Y dans C, on a
Ty o F(f) =G(f)o1x (resp. x o F(f) = G(f)o71y).

Une transformation naturelle est un isomorphisme naturel si chaque Tx
est un isomorphisme dans la catégorie D.

Un exemple : considérons C = D = Vectg, F = id (le foncteur iden-
tité) et G(V) = V** le foncteur “bidual”. Nous montrons qu’il y a une
transformation naturelle 7 de F' vers G. La fonction 7x (ou X est donc
un espace vectoriel) F(X) = X — X** = G(X) est la fonction définie
par 7x(z)(p) = ¢(x) pour tout x € X et tout ¢ € X*; on a donc bien
Tx(x) € X** et Tx est linéaire, donc 7x est un morphisme de Vectg. Si
f : X — Y est un morphisme dans Vectk, alors 7v F(f) = G(f)7x; en
effet, ceci s’écrit v f = f**7x, ce qu'on vérifie en appliquant les deux cotés
a x € X : a gauche, ¢a donne la fonction 7y (f(z)) et a droite la fonction
frrx (@) = f*(rx(2)) = 7x (x)o f* ; pour vérifier que 7y (f(2)) = 7x (x)of,
on applique les deux cotés a ¢ € Y*; a gauche on obtient v (f(z))(p) =
o(f(x)), et adroite Tx (z)(f*(¢)) = x(z)(po f)) = ¢o f(x), ce qui est bien
la méme chose.

La construction précédente s’applique aussi a la catégorie des espaces
vectoriels de dimension finie; alors 7 est un isomorphisme naturel, car 7x
est un isomorphisme, puisque V et V** ont la méme dimension et que 7x
est injectif.

Exercice 7.7. Soit le foncteur F' de Ens dans elle-méme considéré dans
Dexercice 7.2 (version contravariante). Soit G le foncteur de Ens dans elle
méme qui envoie tout ensemble A sur ’ensemble des fonctions A — {0,1},
et tel que pour tout morphisme f : A — B, G(f)(G(B)) = {uo f,u €
G(A)}; vérifier que G est un foncteur contravariant. Montrer que F et G
sont naturellement isomorphes. Indication : Tx envoie toute partie de X sur
sa fonction caractéristique.
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7.3 Equivalence de catégories

Définition 7.4. Un foncteur F : C — D est une équivalence de catégories
s’il existe un foncteur G : D — C tel que Go F' est naturellement isomorphe
d id¢ et que F o G est naturellement isomorphe a idp.

Proposition 7.1. Un foncteur F' : C — D est une équivalence de catégories
st et seulement si on a les deux conditions suivantes :

(i) Pour tout objet X de D, il existe un objet A de C tel que F(A) soit
isomorphe a X dans la catégorie D (F est essentiellement surjectif).

(ii) Pour tous objets A, B dans C, le foncteur F induit une bijection de
Home¢ (A, B) vers Homp(F(A), F(B)) (F est pleinement fidele).

Démonstration. (=) Supposons que F' : C — D soit une équivalence de
catégories. Par la définition 7.4, il existe un foncteur G : D — C tel que
G o F et I o GG sont naturellement isomorphes & id¢ et idp, respectivement.

Comme F' o G est naturellement isomorphe & idp, pour tout objet X
dans D il existe un isomorphisme xkx : FG(X) — idp(X) dans D de sorte
que pour tout morphisme g : X — Y dans D on a

Ky o FG(g) =idp(g) o kx = gokx. (1)

De méme, pour tout A € Obj(C) il existe un isomorphisme 74 : GF(A) —
A dans C de sorte que pour tout morphisme f: A — B dans C on a

o GF(f) =idc(f)oTa = fora. (2)

(i) Soit X un objet de D. Posons A = G(X). Alors, A est un object de
C et kx est un isomorphisme entre F(A) = F(G(X)) et idp(X) = X.

(ii) Injectivité. Montrons d’abord que f — F(f) est une injection de
Hom¢ (A, B) dans Homp(F(A), F(B)). Soient fi, fo € Hom¢(A, B) tels que
F(f1) = F(f2).Par (2),ona1po(GF)(f1) = fiota et Tpo(GF)(f2) = fa0T7a.
On en déduit que f1 o 74 = fo 074, et donc f; = fo puisque 74 est un
isomorphisme. D’ou, la fonction f +— F(f) est injective.

De la méme fagon, on en déduit que la fonction g — G(g) est une injec-

tion de Homp(X,Y') dans Home(G(X), G(Y)).

Surjectivité. Montrons maintenant que la fonction f +— F(f) est surjec-
tive. Soit h € Homp(F(A), F(B)). Alors, G(h) € Hom¢(GF(A), GF(B)),
d’ott 7goG(h)or;* € Home(A, B). Nous montrons que GF (750G (h)ory ') =
G(h), ce qui implique F (750 G(h) o Tgl) = h par linjectivité de g — G(g).

En prenant f = G(h) : GF(A) — GF(B) dans (2), on obtient 7gp(p) ©
GFG(h) = G(h) o Tgp(a)- En prenant f = 74 : GF(A) — A dans (2), on
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obtient 74 o GF(74) = 74 © Tgp(a), ce qui implique que GF(74) = Tgr(a)
pour tout objet A dans C. D’o,

GF(rpoG(h)ory') = GF (1) o GFG(h) o GF(14) "
= 16r(B) © GFG(h) o (tapa)) "
= G(h) o Tgr(a) © (Tara) " = G(h).

(<) Réciproquement, supposons que F' : C — D satisfasse les hypotheses
de I’énoncé ; on a donc :
(H1) Pour tout objet X € D, il existe un objet Ax dans C et un isomor-
phisme &x : X — F(Ax) dans D.
(H2) Pour toute paire d’objets A, B dans C, la fonction f — F(f) est
une bijection de Hom¢ (A, B) dans Homp(F(A), F(B)).
Nous construisons un foncteur inverse G : D — C de F.

Définition du foncteur inverse. Par (H1) et I'axiome du choix, on fixe
pour chaque objet X dans D, un objet Ax dans C ainsi qu'un isomorphisme

5)(1X—>F(Ax).

On définit G sur les objets X et les morphismes g : X — Y dans D par
G(X)=Ax et Gl =F"(&xno9°6)): (3)

ot F~1 est une abréviation pour I'inverse de la fonction f ~ F(f). Notons
que G(g) est un morphisme dans C de G(X) = Ax vers G(Y) = Ay, car

-1
F(Ax) 25 X %Y 5 F(Ay) € Homp(F(Ay), F(Ay)),
et tout morphisme dans Homp(F (Ax), F(Ay)) correspond par la fonction
f+— F(f) aun unique morphisme dans Hom¢(Ax, Ay).
x La vérification que G est bien un foncteur est Exercice 7.10.

Isomorphisme naturel de idp vers F o G. Nous montrons que la famille
d’isomorphismes £x @ X — F(G(X)) est un isomorphisme naturel de idp
vers F o G. Soit g : X — Y est un morphisme dans D. Alors,

(FoG)(g)obx =F(F ' (éyogoty'))oéx =¢&vog.

Isomorphisme naturel T de id¢ vers G o F'. Pour tout objet A dans C,
on a l'isomorphisme {p(4) : F(A) — F(G(F(A))), ce qui correspond a un
unique isomorphisme de A dans G(F(A)) par (H2). On définit alors

Ta=F"" (&) 1 A= G(F(A)).
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Nous montrons que 7 est un isomorphisme naturel de id¢ vers G o F'. Soit
f: A — B un morphisme dans C. Comme F~! respecte la composition,

(GOF)(f)OTA:F_l(gF(B)OF(f)Ogg(lA))OF_l(gF(A))
:F*1(§F(B))of:TBof. O

Considérons un exemple : C est la catégorie dont les objets sont les
[n] ={1,2,...,n} pour n € N et les morphismes sont les fonctions [n] — [m],
n,m € N, et D = FinFEns, la catégorie des ensembles finis. Soit F' le foncteur
C — D défini par F([n]) = [n], tel que si f : [n] — [m] est un morphisme,
F(f) = f. La condition (1) de la proposition est satisfaite, car tout ensemble
fini est en bijection avec un certain [n]. De plus la condition (2) est satisfaite
aussi : la bijection est I'identité.

Exercice 7.8. Généraliser le dernier exemple pour montrer que la catégorie
des groupes cycliques finis est équivalente a la catégories des groupes Z/nZ,
n > 1, et que la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur K
est équivalente a la catégorie des espaces vectoriels K™, n > 0.

Exercice 7.9 (Pour les amateurs de posets). Etendre le théoréme de Bir-
khoff sur les treillis distributifs a une équivalence de catégories.

Exercice 7.10. Vérifier que G défini en (3) est bien un foncteur. (Indica-
tion : montrer que F~1 respecte la composition.)

Troisieme partie

Modules sur un anneau

8 Modules : généralités

8.1 C’est quoi, un module ?

Soit A un anneau (non nécessairement commutatif). Un A-module a
gauche est un groupe abélien M avec une opération externe A x M — M,
(a,m) — am, avec les propriétés suivantes :

(i) (ab)m = abm)

(ii) 1om = m;

(iii) (a +b)m = am + bm

(iv) a(m +m') = am + am’;
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pour tous les m,m' € M et a,b € A.

Les modules a droite sont définis de maniere analogues. Lorsque I’anneau
est commutatif, un module & gauche est aussi un module & droite (voir les
exercices 8.1 et 8.2).

Proposition 8.1. Soit M un groupe abélien, noté additivement.

(i) L’ensemble Endz (M) des endomorphismes du groupe abélien M est
un anneau, avec l’addition des fonctions et la composition.

(ii) On suppose que M un module a gauche sur A. Soit a € A ; la fonction
fa : m— am est dans Endz(M). La fonction qui a a € A associe f, est un
homomorphisme d’anneaux de A dans 'anneau Endy(M).

(11i) On obtient ainsi, pour tout groupe abélien M, une correspondance
bijective entre les structures de A-modules sur M et les homomorphismes
d’anneauxr A — Endz(M).

Démonstration. (i) L’addition de deux fonctions f et g est (f + g)(m) =
f(m)+ g(m). Si f,g € End(M), alors f + g, f og € End(M) (vérification
standard). Il faut vérifier maintenant que End(M ) devient ainsi un anneau.
C’est direct. Le 0 est la fonction nulle, et le 1 est la fonction idy;. La seule
chose qui sort de l'ordinaire, et qui utilise la propriété que les fonctions
considérées sont des endomorphismes, est la distributivité a gauche : f o
(g+ h) = fog+ foh; cette égalité se vérifie en 'appliquant & m € M,
et on obtient f((g + h)(m)) = F(g(m) + h(m)) = F(g(m)) + f(h(m)) =
fog(m)+ foh(m) = (fog+ foh)(m), cqfd, et on a bien utilisé la propriété
mentionnée.

(ii) Le fait que f, est un homomorphisme de modules, c’est-a-dire f,(m+
n) = fa(m) + fo(n), est équivalent & a(m 4+ n) = am + an, un des axiomes
des modules. Le fait que a — f, est un homomorphisme d’anneaux découle
des trois autres axiomes : f,1p = fo + fp découle de (a + b)m = am + bm,
f1 =idys découle de 1m = m, et f, 0 fp = fap découle de a(bm) = (ab)m.

(iii) On a déja vu que toute structure de A-module sur le groupe
abélien M donne un homomorphisme d’anneaux de A vers End(M).
Réciproquement, si on a un homomorphisme d’anneaux p : A — End(M),
alors M devient un A-module avec 'opération externe am = u(a)(m); les
quatre propriétés de la définition de module sont aisément vérifiées.

Il reste a vérifier que les deux correspondances décrites sont inverses I'une
de l'autre. On remarque entre autres que p(a) = fq, et le reste est laissé au
lecteur. O
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Exercice 8.1. Montrer que si M est un module a droite sur l’anneau com-
mutatif A, alors la loi externe Ax M — M, (a,m) — ma en fait un A-module
a gauche.

Exercice 8.2. Montrer que si M est un A-module a droite, alors M est aussi
un A°P-module a gauche sur ['anneau opposé A, dont la multiplication est

(a,b) — ba.

8.2 Exemples

Lorsque A est un corps, les A-modules & gauche sont les espaces vectoriels
a gauche sur A.

Un exemple de module a gauche est le suivant : soit M ’ensemble des
vecteurs-colonnes de longueur n sur A. C’est un module a gauche sur 'an-
neau des matrices carrées d’ordre n, noté A™*"; la loi externe est le produit
matriciel d’une telle matrice par un vecteur colonne.

De méme, ’ensemble des vecteurs-lignes sur A est un module a droite
sur cet anneau.

L’anneau A est un module a gauche, et aussi un module a droite, sur
lui-méme.

Un groupe abélien est un Z-module, et réciproquement.

8.3 Sous-modules

Les sous-modules sont définis de maniere évidente. Pour la structure de
A-module a gauche de A, les sous-modules sont les idéaux a gauche. Les
sous-modules des Z-modules (= groupes abéliens) sont les sous-groupes.

8.4 Homomorphismes

Les homomorphismes de modules, appelés aussi applications linéaires,
sont des fonctions qui préservent 1’addition et la produit externe. Pour un
tel homomorphisme, on doit avoir, dans le cas des modules a gauche

flam) = af(m).
Le noyau se définit comme on pense par Ker(f) = f~1(0). Sa propriété
de base est que
f injective < Ker(f) = 0.
On note Hom (M7, Ms) 'ensemble des homomorphismes du module M;
vers le module My, noté aussi End(M;) si My = Ma, et on parle alors
d’endomorphisme.

22



Exercice 8.3. Soit M un A-module a droite. Montrer que l’ensemble des
homomorphismes M — A est naturellement un module a gauche sur A, son
dual. Avec M = Z/27 et A = Z, montrer que son dual est nul.

8.5 Quotients

Le quotient d’un module par un sous-module se définit d’abord comme
groupe abélien, puis la loi externe y est définie. Il n’y a pas vraiment de
différence dans les preuves, par rapport aux espaces vectoriels.

Propriété universelle du quotient : Soient M, N des modules et f : M —
N un homomorphisme de modules. Il existe une unique application linéaire
f: M/Ker(f) — N telle que f = f op, ol p est la projection canonique
M — M/ Ker(f). L’homomorphisme f est injectif. Si f est surjectif, f est
un isomorphisme.

Exercice 8.4. Montrer que tout homomorphisme de module se décompose
en le produit d’un homomorphisme surjectif, suivi d’un isomorphisme, suivi
d’un homomorphisme injectif. Indication : utiliser la propriété universelle
du quotient.

8.6 Combinaisons linéaires, bases et modules libres

Une combinaison linéaire dans un A-module a gauche M est définie de
maniere tout-a-fait analogue au cas des espaces vectoriels : aymi+- - -+agmy.
On pourra donc parler de vecteurs linéairement indépendants, etc...

Notons ce qui ne marche pas dans les modules, comparés aux espaces vec-
toriels : si des vecteurs sont linéairement dépendants a;mi +---+apmy = 0,
alors il n’est pas vrai en général que I'un d’eux soit linéairement dépendants
des autres ; car on peut bien écrire a;mi = — > 5,4 a;m; en supposant par
exemple que a1 est non nul, mais on ne pourra pas multiplier & gauche par
al_l, car dans un anneau, un élément non nul n’est pas forcément inversible.
De cette impossibilité, découle I'inexistence des bases dans un module en
général.

Un module est dit finiment engendré, ou de type fini, s’il existe un nombre
fini de vecteurs qui ’engendrent, c’est-a-dire que tout vecteur dans le module
en est une combinaison linéaire.

Un module est dit libre s’il a une base. Une base est un ensemble de
vecteurs tel que tout vecteur dans le module est combinaison linéaire de
maniere unique des vecteurs de la base. On appelle rang du module la car-
dinalité d’une base (on ne dit pas dimension, pour des raisons mystérieuses,
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cet adjectif étant réservé aux espaces vectoriels). Notez que le rang peut ne
pas étre unique : il existe des exemples ou un module libre peut avoir des
bases de cardinalités distinctes. Cependant, quand A est commutatif, le rang
est unique, ce qu’on démontre en utilisant le déterminant : on montre que si
on a une base avec n éléments, alors il existe une forme n-linéaire alternée
non nulle (déterminée par le déterminant), et que toute forme p-linéaire avec
p > n est nulle (voir exercice 8.5).

Propriété universelle des bases : toute fonction de la base vers un module
se prolonge de maniere unique en une application linéaire.

Conséquence : tout module finiment engendré est quotient d’un module
libre de rang fini.

Ce qui ne marche pas non plus, ¢’est qu’on peut avoir un module libre
de rang n, et un sous-module propre, qui est un module libre, et aussi de
rang n. Un exemple simple est Z, 27, avec A = Z.

Pour une application linéaire f : M — V entre modules a droite libres,
avec bases respectives mq,...,m;, et vi,...,v,, on définit sa matrice A =
(@ij)1<i<n,1<j<p par la formule usuelle

flmg) = wiay;.

1<i<n

Si on représente les vecteurs dans ces bases par des vecteurs colonnes,
on a la formule usuelle
Y = AX, (4)

X et Y étant les vecteurs colonnes associés a x € M, y = f(z) € V, avec
donc X =%(x1,...2p), Y = (y1,...,Yn) et

X = Zmi$ia Y = Zwyl
) %

Remarquez qu’on a choisi ici des modules a droite pour obtenir les for-
mules usuelles. Pour des modules a gauche, ce sont des vecteurs-lignes qu’il
faut employer, et il faut modifier aussi la définition de la matrice d’une
application linéaire, en échangeant lignes et colonnes.

Exercice 8.5. Montrer que si A est commutatif, alors le déterminant d’une
matrice, vu comme une fonction (A™)" dans A, est une forme n-linéaire
alternée, ou les lignes de la matrice sont vues comme des éléments de A™ ;
montrer que cette forme est mon nulle. Montrer que si p > n, alors toute
forme p-linéaire alternée sur A™ est nulle. En déduire que les cardinalités
des bases d’un A-module libre finiment engendré sont égales.
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Exercice 8.6. Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes,
pour anneau (non nécessairement commutatif A) :
(i) Pour chaque module libre, toutes ses bases ont méme cardinalité.
(i) Toute matrice inversible sur A est carrée (précisément : si M €
Mpp(A) et N € Mp,(A) et st MN = 1I,,, NM = I, alors p=mn).

Exercice 8.7. Donner les définitions adéquates de matrices d’une applica-
tion liné€aire entre modules a gauche libres, ainsi que pour celles des vecteurs-
lignes associés aux vecteurs, et donner la formule remplacant I’équation (4)
et sa preuve.

Exercice 8.8. Montrer que si l'anneau est infini, alors tout module libre
non trivial est infini. En déduire l'existence de Z-modules qui ne sont pas
lbres.

Exercice 8.9. Montrer que si B est un ensemble, il existe un module libre
de base B.

8.7 Modules cycliques

Un module est dit cycliqgue, ou monogene, s’il existe un élément qui
I’engendre. Tout anneau, vu comme un module sur lui-méme, est cyclique :
il est engendré par 1.

8.8 Produits et somme directes

Le produit cartésien d'une famille de modules (M;);cr est, en tant qu’en-
semble, leur produit cartésien [[,.;M;, avec somme et produit externe
définis composante par composante.

La somme directe (externe) de cette famille est le sous-module du produit
cartésien des I-uplets dont le support est fini. Il est noté €, ; M;.

Si I est fini, on a
[~ @
il icl

il

Si (M;);er est une famille finie de sous-modules d’'un module M, et V un
sous-module de M, on dit que V' est somme directe (interne) de cette famille,
si tout élément de V est somme d’éléments des M;, et ce de maniere unique.
De maniere équivalente, I'homomorphisme canonique @;c; M; — M est
injectif, et d’image V. Cette derniere condition permet d’étendre la notion
de somme directe interne a une famille infinie de sous-modules.
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8.9 Théoremes d’isomorphisme et de correspondance

Théoreme 8.1. Soient S, T C M des sous-modules de M.
(i) On a
S/SNT=S+T/T.

(ii) On suppose que T'C S C M. Alors S/T s’identifie canoniquement a
un sous-module de M /T, et

(M/T)/(S/T) = M/S.

Démonstration. (i) On compose l'injection canonique S — S + T, suivie de
la projection canonique S+7 — S+T/T. La composition est un homomor-
phisme surjectif, car tout élément s+t € S+ T est congru a s € .S modulo
T. Le noyau est clairement S N7T. On applique la propriété universelle du
quotient.

(ii) On considere la restriction & S de la projection canonique p : M —
M/T. Son noyau est T', donc S/T s’injecte dans M /T, et la premiere as-
sertion est prouvée. Comme T C S, p induit un homomorphisme surjectif
q: M/T — M/S, par m+T — m+S (car m = m+t mod S). Le noyau de
q est 'ensemble des m + T tels que m + T = S, c’est-a-dire m € S, donc ce
noyau s’identifie & S/T". On applique la propriété universelle du quotient. [

Théoréme 8.2. Il y a bijection canonique entre les sous-modules de M
contenant T et les sous-modules de M/T. Cette bijection préserve l'inclu-
stomn.

Démonstration. La bijection associe a tout sous-module de M contenant T'
le sous-module p(M) de M /T, oup: M — M/T est la projection canonique.
O

9 Théorie des modules

9.1 Modules indécomposables

Un module M est dit indécomposable s’il est non nul et si pour tous
sous-modules P, @ tels que M = P @ @ (somme directe interne), on a P =0
ou @ =0.

Comme exemples et contre-exemples, on peut considérer les Z-modules
Z/nZ. Si n n’est pas la puissance d’un nombre premier, alors n = ab, a,b €
N,n > 2, a,b premiers entre eux, et le théoreme chinois nous assure que
707 = 7.)aZ © Z./VZ. Si par contre n = p* est la puissance d'un nombre
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premier, alors si nous supposons par ’absurde que M = P & @, alors la
cardinalité de P, Q sont de la forme p’, p/ avec 4, j < k, et donc tout élément
m de M satisfait p™@*(-9)m = 0, ce qui n’est pas vrai avec m = 1.

Lorsqu’un module est décomposable, on peut 'écrire M = P ® @ de
maniere non triviale ; si on recommence avec P, (), on peut écrire M comme
somme directe de sous-modules ; on aimerait que cette construction s’arréte,
c’est-a-dire que les sous-modules obtenus soient indécomposables, et que M
soit leur somme directe. Ceci est fait dans la section suivante.

Exercice 9.1. Lorsque A est un corps, montrer que les modules
indécomposables sont les espaces vectoriels de dimension 1.

9.2 Les conditions de chaines : modules noetheriens, arti-
niens

Définition 9.1. Un module M est dit

(i) artinien si tout ensemble non vide de sous-modules de M contient un
élément minimal (pour Uinclusion) ;

(ii) noetherien si tout ensemble non vide de sous-modules de M contient
un élément maximal (pour linclusion).

Proposition 9.1. Un module est artinien si et seulement si toute suite
décroissante (au sens large) de sous-modules est stationnaire. Un module
est noetherien si et seulement si tout suite croissante (au sens large) de
sous-modules est stationnaire.

Démonstration. Soit M un module artinien et considérons une suite
décroissante de sous-modules :

Moy 2 My 2 My 2 Mg 2 ...

L’ensemble des M; a par hypotheése un élément minimal, soit M,,. Alors pour
tout p < n, on doit avoir M, = M,,.

Réciproquement, démontrons la contraposée. Supposons qu’il existe un
ensemble non vide E de sous-modules qui n’ait pas d’élément minimal. Soit
My € E. 1l existe alors un My € E tel que My D My et M, # M ; de
méme un My O My et M, # Mj. On construit ainsi une suite strictement
décroissante de sous-modules, forcément non stationnaire.

La preuve de 'autre assertion est analogue. O

Proposition 9.2. Tout sous-module, et tout quotient, d’un module artinien
(resp. noetherien) est artinien (resp. noetherien).
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Démonstration. Sous-module : c’est évident. Quotient : utiliser le théoreme
8.2. O

Proposition 9.3. Soit M un module artinien ou noetherien. Alors M est
somme directe finie de sous-modules indécomposables.

Démonstration. 1. Nous montrons d’abord que si M est décomposable et
non nul, alors il existe une décomposition de M en somme directe M =
Ny @& My de modules propres non nuls, avec N1 indécomposable.

En effet, considérons ’ensemble E des sous-modules N propres non nuls
tels qu’il existe un sous-module N’ propre non nul avec M = N&N’. Comme
M est décomposable, FE est non vide.

Si M est artinien, il existe N1 qui est un élément minimal de E. Alors
M = N; & Nj; supposons par l'absurde que Nj est décomposable : N1 =
P®Q, P,Q sous-modules de N; propres et non nuls; alors M = P®&Q @ N7,
et N1 n’est pas minimal dans E, contradiction.

Si M est noetherien, il existe un élément N; maximal de F, et M =
N1 @ Ni; de plus Nj est indécomposables, sinon N| = P @& @, donc M =
N1 ® P & Q, ce qui contredit la maximalité de V7.

2. Nous pouvons supposer M décomposable et non nul. Il existe donc
i > 1tel que M = N1®N2®- - -®N;DM;, ot les sous-modules INV; sont propres
et indécomposables (car c’est vrai pour ¢ = 1). Si M; est indécomposable ou
nul, c’est fini. Sinon, M; est non nul, décomposable et artinien ou noetherien,
et par 1, M; = N;11 @ M;y1, Nijy1 indécomposable. On obtient alors M =
NI ®&No@ -+ D Niy1 © Myqq.

Ce processus doit s’arréter, sinon on obtient une suite infinie strictement
décroissante de sous-modules

MlDMQDMgD"',
ainsi qu’une suite infinie strictement croissante de sous-modules
N1 C N1 ® Ny CNl@NQ@Ng c--

ce qui contredit que M est artinien ou noetherien. ]

Théoréme 9.1. Un module est noetherien si et seulement si tout sous-
module est de type fini.

Démonstration. 1. Supposons M noetherien, et soit P un sous-module. Soit
FE Tensemble des sous-modules de type fini de P. Il contient le module nul.
Il a donc un élément maximal Q. On doit avoir Q = P (et alors P est de
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type fini), sinon 3z € P\ @, et alors  + Ax est dans E; comme il contient
strictement (), on obtient une contradiction avec la maximalité de Q).

2. Supposons que tout sous-module de M soit de type fini. Considérons
une suite croissante, au sens large, de sous-modules. La réunion de tous
ces sous-modules est un sous-module, qui est de type fini. Il existe donc un
ensemble fini de générateurs ; ceux-ci sont tous dans un certain sous-module
de la suite. Alors la suite devient stationnaire a partir de ce sous-module. [J

Théoreme 9.2. Soit M un module et N un sous-module. Si deux des trois
modules M, N, M/N sont noetheriens (resp. artiniens), alors le troisiéme
l’est aussi.

Démonstration. Si M est noetherien (resp. artinien), N et M/N le sont
aussi : proposition 9.2.

Il reste donc & montrer que si N et M /N sont noetherien, alors M aussi
(le cas artinien est analogue). Soit P;,i > 1 une suite croissante de sous-
modules de M. Alors la suite croissante de sous-modules N N P; de N est
stationnaire, de méme que la suite (N + P;)/N de sous-modules de M/N.
Il existe donc n > 1 tel que pour tout m > n, on a NN P, = NN Py
et (N + P,)/N = (N + P,,)/N. Nous montrons maintenant P,, C P, (ce
qui implique P, = P,, et acheve la preuve). En effet, soit © € P, ; alors
x+N € (N+P,)/N=(N+P,)/N; il existe donc y € P,, 2" € N tels que
x4+ N=y+2 + N, etil sensuit quil y aun z € N tel que x = y + 2. Or
r—y=z€N,z—y € P,;doncx—ye NNP, =NNPF,,doncz—y € Py,
etz =(r—y)+yeE P, O

Corollaire 9.1. Soient N, P des sous-modules de M. Si N, P sont noethe-
riens (resp. artiniens), alors N + P [’est aussi.

Démonstration. (N+P)/N = P/(NNP) est noetherien, comme quotient de
P. Comme N est noetherien, le théoreme implique que N + P l'est aussi. [

Exercice 9.2. Dans la preuve de la réciproque de la proposition 9.1, utiliser
formellement ’aziome du choiz.

Exercice 9.3. Si A est un corps, a quelle condition un module sur A est-il
artinien (resp. noetherien) ?

Exercice 9.4. On définit le sous-groupe additif de Q : P = {m/p*,m €
Z,k € N}, qui est donc un Z-module. Montrer qu’il n’est ni artinien, ni
noetherien. Montrer que P/Z est noetherien, mais pas artinien. Indications :
P contient le sous-module Z, qui n’est pas artinien. Considérer la suite des
sous-modules cycliques engendrés par 1/pk.
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9.3 Anneaux noetheriens, artiniens

Définition 9.2. Un anneau A est dit noetherien (resp. artinien) a gauche
si, en tant que A-module a gauche sur lui-méme, c’est un module noetherien
(resp. artinien,).

Par exemple, Z est noetherien (de méme que tout anneau principal),
mais pas artinien.

Théoréme 9.3. Si A est un anneau noetherien (resp. artinien) d gauche,
alors tout A-module & gauche de type fini est noetherien (resp. artinien).

Démonstration. Supposons A noetherien, et soit M = Az +---+Ax, un A-
module a gauche de type fini. Grace au corollaire 9.1, il suffit de montrer que
Ax; est noetherien. Mais ce dernier module est 'image de I’homomorphisme
de modules A — Ax;,a — ax;. Il est donc quotient du A-module A, donc il
est noetherien (proposition 9.2). O

Un résultat important a mentionner ici est le théoréme de Hilbert : si
K est un corps commutatif, alors l’algébre des polynomes en n variables
Klx1,...,x,] est un anneau noetherien.

9.4 Idempotents de End(M)

Définition 9.3. Deuz idempotents e, f d’un anneau sont dits orthogonaux
sief = fe=0.

Soient eq, ..., e, des idempotents d’un anneau, non nuls et deur a deux
orthogonauzx. Ils sont dits complets si leur somme est 1; dans ce cas, on
appelle cette somme une décomposition de 'identité de I’anneau.

Théoreme 9.4. Soit M un module. Les décompositions de ['unité dans
lanneau End(M) correspondent bijectivement auz décompositions de M en
somme directe de sous-modules non nuls. Précisément : 1 = e +---+ e,
correspond 4 M =Im(e1) @ --- @ Im(ey).

Ce théoreme est déja intéressant pour les espaces vectoriels. On le
démontre en général pour un endomorphisme idempotent p; alors 1 — p
est aussi idempotent, et 'espace est somme directe des images de p et 1 —p.
La preuve du théoreme est presque la méme que celle de ce cas particulier
et nous 'omettons.

Corollaire 9.2. Un module M est indécomposable si et seulement si 1 et 0
sont les seuls idempotents de End(M).

30



9.5 Anneaux locaux

Définition 9.4. Un anneau est dit local si et seulement s’il n’a qu’un seul
idéal a droite mazrimal.

Proposition 9.4. Un anneau est local si et seulement s’il a la propriété
suiante : (*) pour tout élément a, au moins un des deuz éléments a et 1 —a
est inversible.

La proposition implique que dans la définition d’un anneau local, on peut
remplacer droite par gauche.

Lemme 9.1. Soit A un anneau local, ou qui a la propriété (*). Alors les
seuls idempotents de A sont 0 et 1, et pour tout a € A, on a : a inversible a
gauche < a inversible a droite.

Démonstration. 1. Soit I I'unique idéal a droite maximal de I'anneau local
A. Soit e un idempotent. Si eA = A, alors il existe a € A tel que ea = 1,
dote =el =eea =ea=1.S1 (1 —e)a=1,de méme 1 —e = 1,e = 0.
Si e # 0,1, alors d’apres ce qui précede, eA, (1 —e)A # A, donc ces deux
idéaux a droite sont inclus dans I (lemme de Zorn), donc 1 = e+ (1—e) € I,
ce qui est impossible.

2. Soit A un anneau ayant la propriété (*). Soit e un idempotent. Si e
est inversible, alors €2 = e implique e = 1. Sinon, 1 — e est un idempotent
inversible, et similairement 1 —e =1,e = 0.

3. Soit A local, ou ayant la propriété (*). Nous montrons que pour a € A :
a inversible a gauche < a inversible a droite. Soit donc a inversible & droite.
11 existe b tel que ab = 1. Alors e = ba est idempotent, car ee = b(ab)a =
ba =e. Sie =0, alors 1 = a(ba)b = 0, ce qui n’est pas. Donc e = 1 par ce
qui précede, ba = 1 et a est inversible a gauche.

On démontre de maniere analogue I'implication inverse. O

Preuve de la proposition 9.4. 1. Supposons que A soit local, et soit I son
unique idéal a droite maximal. Soit @ € A. Si a n’est pas inversible, alors
il n’est pas inversible a droite par le lemme; alors I'idéal & droite aA est
contenu dans I. L’idéal & droite (1 — a)A n’est pas contenu sans I, sinon
a,1 —a € I, donc 1 € I, contradiction. Donc (1 — a)A = A et 1 — a est
inversible a droite. Donc 1 — a est inversible par le lemme.

2. Réciproquement, supposons que A ait la propriété (*). Soit I 1’en-
semble des éléments non inversibles de A. Sia € A et z € I, alors ax € I,
sinon ax est inversible et x aussi par le lemme, contradiction. De méme,
xa € I. Si z,y est dans I, alors x + y aussi, sinon a(x + y) = 1, donc
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1—ay =ax € I, et 1 —ay n’est pas inversible, donc ay est inversible, et y
aussi, contradiction. Donc I est un idéal bilatere, et il est maximal comme
idéal a droite. Tout idéal a droite propre est constitué d’éléments non inver-
sibles, donc il est contenu dans I; celui-ci est donc I'unique idéal a droite
maximal. O

La preuve démontre aussi le

Corollaire 9.3. Si A est un anneau local, I’ensemble des éléments non
inversibles est l'unique idéal (gauche, droite, bilatére) mazimal.

Théoréme 9.5. (lemme de Fitting) Soit M un module artinien et noe-
therien. Si f € End(M), alors il existe un exposant m > 0 tel que
M = Ker(f") @ Im(f™).

Démonstration. La suite des images des f est décroissante, et celle de leurs
noyaux est croissante. Comme M est noetherien et artinien, il existe n > 0
tel que Ym > n, Im(f™) = Im(f"), Ker(f™) = Ker(f"). Comme Im(f?") =
Im(f™), il existe pour tout x € M un y € M tel que f*(z) = f**(y). On
a alors z = f™(y) + (x — f™(y)) et le second terme est dans Ker(f™). Donc
M = Ker(f™) 4+ Im(f™). Considérons un élément dans l'intersection de ces
deux modules; il s’écrit f"(z). Alors f"(z) € Ker(f"), donc f?"(z) = 0,
donc z € Ker(f?" = Ker(f™)), donc f*(z) = 0 et cet élément est nul. Donc
Ker(f™)NIm(f™) = 0. O

Corollaire 9.4. Soit M un module indécomposable, artinien et noetherien.
Si f € End(M), alors f est nilpotent ou un automorphisme de M.

Démonstration. Par le théoreme, M = Ker(f") @ Im(f"), n > 0. L'un de
ces deux modules doit étre nul, et 'autre M. Si c’est le second qui est nul,
f est nilpotent. Si c’est le premier qui est nul, f™ est injectif, d’'image M,
donc f™ est un automorphisme. Donc f aussi. O

Théoréme 9.6. Si End(M) est un anneau local, alors M est
indécomposable. La réciproque est vraie si M est un module artinien et noe-
therien.

Démonstration. 1. Supposons que End(M) soit local. Soit e € End(M) un
idempotent. Alors e ou 1—e est inversible. Si e est inversible, e? = e implique
e =1.Si1— e est inversible, alors (1 —e)z =1,donc e =el =e(l —e)z =
(e — €?)r = 0. Donc End(M) n’a que deux idempotents, et il s’ensuit que
M est indécomposable (corollaire 9.2).
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2. Supposons que M soit un module indécomposable, artinien et noe-
therien. On sait que tout endomorphisme f de M est soit nilpotent, soit
un automorphisme. Si f = 0, alors 1 — f est inversible. Si f est un au-
tomorphisme, f est inversible. Donc End(M) est un anneau local, par la
proposition 9.4. O

9.6 Suites de composition

Un module non nul est dit simple s’il n’a pas d’autre sous-module que 0
et lui-méme.

Définition 9.5. 1. Une suite normale dans un module M est une suite finie
de sous-modules
0OcMyCMyC---CM,=M. (5)

La longueur de cette suite est n. Les quotients de cette suite sont les modules
Mi/Mifl, 1= 1, BRI 5

2. Deux suites normales sont dites équivalentes si elles ont méme lon-
gueur n et s’il existe une permutation o de 1,2,...,n telle que M;/M;_1 =
M(’f(i)/MC’T(Z._l) pour tout i =1,...,n.

3. Une suite de composition est dite simple si tous ses quotients sont des
modules simples.

Théoreme 9.7. Un module posséde une suite de composition si et seulement
s’il est artinien et noetherien.

Démonstration. 0. Tout module artinien non nul possede un sous-module
simple; car, M étant artinien, I’ensemble (non vide) de ses sous-modules
non nuls possede un élément minimal, et celui-ci est simple .

1. Soit M un module qui est artinien et noetherien. S’il est nul, on a
fini. Sinon, M posseéde un sous-module simple M. Le quotient M/M; est
artinien et noetherien. Il a donc une suite de composition 0 C Ny C --- C
N, = M/M,;. L’'image réciproque par M — M/M; de chaque N; est un
sous-module M; de M, et on obtient ainsi une suite de composition de M :
0C My C My C---C M, =M (on utilise le théoreme 11.11 (ii) pour
montrer que les quotients sont simples).

2. Supposons que M ait une suite de composition de longueur n. Sin = 0,
M est nul et c’est clair. Sin > 0, on consideére une suite de composition (5).
Alors M,,_1 a une suite de composition de longueur n—1, donc par hypothese
de récurrence, M,,_; est artinien et noetherien. De plus M /M,,_; est simple,
donc il est artinien et noetherien. Donc M est artinien et noetherien par
9.2. O
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Nous nous acheminons maintenant vers le théoreme affirmant que deux
suites de compositions sont toujours équivalentes. Commencons par un
lemme.

Lemme 9.2. Soient A, B,C' des sous-modules de M tels que C C B. Alors
(C+A)NB=C+ (ANB).

Démonstration. Soit b€ (C+A)NB.Doncb=c+a€ B,eta=b—cée€ B,
car bc € B. Ainsia € ANBetdoncb=c+a€cC+ (ANDB).
Réciproquement, C' C (C + A) N B, puisque C' est inclus dans les deux
ensembles ; de plus, ANB C (C+A)NBcar A C C+A. Donc C+(ANB) C
(C+A)NB. O

Théoréme 9.8. (Zassenhaus) On considére des sous-modules U,V,U", V'
de M tels que V. Cc U et V' Cc U'. Alors

U+vHnu _ unu’ L uU+vynu

V+vH)nU — OnV)+0nVv) V' +V)nU

Démonstration. On considere la composition de morphismes

U+VvHnu'

unu’ U+VHinU —» ——~r—.
= U+V) VLvhnu

Son noyau est
onUHYN(V+VHYNU)=U'n(V+V)NU.

En appliquant le lemme & A =V, B=U',C = V', on trouve que (V' 4+ V)N
U =V'+(VNU’), donc le noyau est

(V' +(VnU))NU.

En appliquant le lemme & A = V/,B = U,C = V N U’, on trouve que le
noyau est

(VnU')+ (V'n0).

Montrons que la composition ci-dessus est surjective. Prenons un élément
quelconque u+v' =u' de (U+V')NU’; comme V' C U, u=u —v €U,
doncu e UNU', et v/ = v —u e (V+V')NU’, donc notre élément est
congru & un élément de U N U’ modulo (V + V') N U’. D’ou la surjectivité
et le premier isomorphisme, et le second est symétrique. ]
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Théoréme 9.9. (Jordan-Hélder) (1) Deuz suites normales d’un module
possedent des raffinements qui sont des suites normales équivalentes.
(2) Deuz suites de composition d’un module sont équivalentes.

Démonstration. 11 suffit de prouver (1), car on ne peut pas raffiner (au sens
strict) des suites de composition. Soit donc deux suites normales de M

O=MyCcMyCMyC---CM,=M,
et
O=M,CM;CMyC---CM.=M.
Entre M; et M1, on insere (M} + M;) N M1, j =0,1,...,s, et entre M;
et Mj,,, on insere (M; + M;) N Mj,,,7=0,1,...,7. On a par exemple
M; = (Mg + M;) 0 My C© (M7 + M) N My C (My 4 M;) 0 Mgy
c---C (M; + Mz) NM;11 = Mg
Par le théoreme de Zassenhaus

(Mj + M;) N My (M1 + Mj_,) N Mj

(Mjl-_l + Mz) N M;4q - (M; + M]/'—l) N MJ/ .

9.7 Théoréme de Krull-Remak-Schmidt

Théoreme 9.10. Soit M;, N; des modules dont les anneauz d’endomor-
phismes sont des anneauz locaux. Si @, <<, M; = @1<j<n Nj, alorsm =n
et il existe une permutation o de {1,2,...,n} telle que M; = Ny(;) pour tout
i.

Ce théoreme et le théoreme 9.6 impliquent le

Corollaire 9.5. Soit M un module artinien et noetherien. Sa décomposition
en somme directe finie de sous-modules indécomposables (qui existe par la
proposition 9.3) est unique a isomorphisme de ces sous-modules pres.

Preuve du théoreme 9.10. (récurrence sur m) Rappelons que tous les mo-
dules M;, N; sont indécomposables (théoreme 9.6). Si m = 1, alors M; =
@1<j<n Nj, et comme M; est indécomposable, on doit avoir n = 1 et

My = Nj. Supposons que M > 1. Définissons

Oéj:NjL)M—»Ml,ﬁj:Ml%M—»Nj.
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Donc idy;, = apofi+ag0fBa+- -+ apofBy,. D’apres le corollaire 9.3, un des
a;j o B; doit étre inversible. Il n’y a pas de mal a supposer que j = 1. Donc
aq o 1 est un automorphisme de M, noté #. Considérons w = 0~ o ay :
Ni - Mi.OnawofB =60 1loajo0pB = idps,. De plus, B1 o w est un
endomorphisme de N1, dont le carré est (81 ow)? = B1o(woBi)ow = Bow.
Comme End(Np) est local, on doit avoir 1 ow = 0 ou 1. Mais 1 ow =0
implique que ;1 = 0, car w est surjectif (puisque w o f; = idyys ), donc
f1 ow = idy, . Finalement, /31 et w sont inverses I'un de l'autre, et par suite
My = Ny.

Nous pouvons supposer que M = ®1§i§m M; = @1§j§n N;. Nous mon-
trons maintenant que M = N1 @My ®- - -® M,,. Notons projys, la projection
M — M correspondant a la décomposition de M en la somme directe des
M;. De méme pour projy, . Soit x € Ny NPy, M; ; alors projay, (x) = 0;
de plus z € Ny, et on peut donc lui appliquer w : Ny — M;;or w=60"toa
et ay = projuy, o injn,, ol injn, est 'injection canonique de Ny dans M ;
on a donc, comme = € Ny, aj(x) =0, et donc w(z) = 0; mais comme w est
un isomorphisme, z = 0, et finalement Ny NPy, ,,, M; = 0.

Montrons maintenant que M = Ny + @y, o, M;. 11 suffit de montrer
que Mj est inclus dans la somme a droite. Soit donc y € M;. Comme «q 031
est inversible, a; est surjective. Il existe donc = € N tel que y = ay(x) =
projan(z) = @ — proju (z) — - — projag, () € Ny + My + -+ + My, €
N1+ @ocicm Mi-

Nous avons donc Ny & Mo @ ---d M, = N1 D No @ --- D Ny, et en
quotientant par le premier terme, nous obtenons @2§i§m M; = ®2S i<n Nj,
ce qui permet de conclure par récurrence. O

10 Modules semisimples

10.1 Modules semi-simples

Un module est dit semi-simple s’il est somme de sous-modules simples.
Tout espace vectoriel est semi-simple.

Théoréeme 10.1. Soit M wun module. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) M est semi-simple ;

(ii) M est somme directe de sous-modules simples ;

(i1i) Tout sous-module de M a un supplémentaire.

Un supplémentaire du sous-module P de M est un sous-module () de M
tel que M = P& Q.
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Lemme 10.1. Soit N un sous-module d’un sous-module M, lequel est égal
a la somme Zz‘el M;, ot les modules M; sont simples. Alors il existe J C I
tel que M = N & @, ; M;.

Démonstration. Posons B = {J C I, N + ), ; S; est une somme directe}.
L’ensemble E est non vide car il contient ’ensemble vide (ha! ha!). Si on
ordonne FE par inclusion, c’est un ensemble inductif. En effet, soit F' une
partie totalement ordonnée de . On définit alors J = UjcpJ. Alors J est
dans F : en effet, sil'on a ”+Ziej m; = 0, avec m; € S;, alors, cette somme
étant de support fini, il y a un J € F qui contient tous les m; satisfaisant
s; 7 0; on aalors n+ ;. ;m; = 0, et comme la somme N + >, ; S; est
directe, on obtient que tous les m; sont nuls. Clairement 7 est un majorant
de F', et E est donc inductif.

Par le lemme de Zorn, E' a un élément maximal, soit J. Pour obtenir le
lemme, il suffit de montrer que M = N + >, ; M; := H. Et pour cela, il
suffit de montrer que chaque M; est contenu dans H. Si 'un des M; n’était
pas inclus dans H, alors i ¢ J, et M; N H est un sous-module propre de M;,
lequel doit étre nul, car M; est simple. Mais alors H + M; est une somme
directe, ce qui contredit la maximalité de J. O

Lemme 10.2. Soit M un module tel que tout sous-module de M a un
supplémentaire. Tout sous-module non nul N de M contient un sous-module
simple.

Démonstration. On peut supposer N de type fini (méme cyclique). Alors N
contient un sous-module propre maximal M’ (lemme de Zorn, car N est de
type fini). Par hypothese, il existe P sous-module de M tel que M = M’ & P.
Alors la somme M'+4(PNN) est directe, et donc PNN = (M'+(PNN))/M’'.
De plus, par le lemme 9.2, cette somme est égale & (M’ 4+ P)NN et ceci vaut
M N N = N. Rassemblant tout ceci, nous avons PN N = N/M’. Ce dernier
module est simple (M’ maximal), donc PN N est simple, ce qui implique le
lemme. O

Preuve du théoréme 10.1. (i) implique (ii) (resp. (iii)) : cela découle du
lemme 10.1 avec N = 0 (resp. N sous-module de M).

(ii) implique (i) : découle de la définition de ”semi-simple”.

(ili) implique (i) : Soit M’ la somme de tous les sous-modules simples de
M. Tl existe par hypothese un sous-module de M tel que M = M’ & L. Si
L est non nul, L contient un sous-module simple S, par le lemme 10.2, et
on doit avoir L C M’, contradiction avec la somme directe. En conclusion,
L =0, M'= M, qui est donc semi-simple. ]
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Corollaire 10.1. Un module est semi-simple si et seulement s’il est iso-
morphe a une somme directe de modules simples.

Corollaire 10.2. Toute somme directe de modules semi-simples est semi-
simple.

Corollaire 10.3. Si M = @,; S;, avec S; simple, alors pour tout sous-
module N de M, il existe J C I tel que N = @, ;S;.

Démonstration. D’apres le théoreme, il existe un sous-module L de M tel
que M = N@ L. Par le lemme 10.1, il existe J C I tel que M = LP;c;S;. En
quotientant les deux expressions de M par L, on trouve que N = @, ;S5;. [

Corollaire 10.4. Tout sous-module d’un module semi-simple est semi-
simple.

Corollaire 10.5. Tout quotient d’un module semi-simple est semi-simple.

Démonstration. On applique le lemme 10.1, et un des corollaires précédents.
O

Corollaire 10.6. Si A comme A-module a gauche sur lui-méme est semi-
simple, alors tout module a gauche sur A est semi-simple.

Démonstration. Tout A-module libre est une somme directe d’un certains
nombres de copies de A. Donc le résultat suit. O

Corollaire 10.7. Si A comme A-module & gauche est une somme directe
finie de sous-modules & gauche simples S1 ® So @ --- B Sy, alors tout module
a gauche de type fini sur A est isomorphe a une somme directe finie de
sous-modules dont chacun est isomorphe a l'un des modules S;.

Remarquons qu’un sous-module a gauche simple de A n’est rien d’autre
qu’un idéal a gauche minimal, c’est-a-dire un idéal a gauche non nul dont le
seul sous-idéal a gauche propre est nul.

Démonstration. Nous pouvons écrire M = A" /K ou K est un sous-module
de A™. Comme A™ est semi-simple, il a un sous-module N tel que A" =
K @& N. Donc M =2 N. Mais A" est la somme directe des sous-modules
simples 07! x S; x "7+l (j = 1,...,n, i = 1,...,t), et ce dernier est
isomorphe a .S;. On applique alors le corollaire 10.3. ]

Le résultat qui suit montre entre autres que I'hypothese du corollaire
10.6 implique celle du corollaire 10.7.
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Proposition 10.1. (a) Si A comme A-module a gauche sur lui-méme est
semi-simple, alors A est une somme directe finie de sous-modules simples
(d’idéauz o gauches minimauz).

(b) Dans ce cas, A est artinien et noetherien, comme A-module a gauche
sur lui-meéme.

Démonstration. (a) En effet, si A = @, 5;, alors 1 s’écrit 1 = >} s,
si € S;, avec des s; presque tous nuls; donc I = {i € I,s; # 0}, sinon il
existe un j € I avec s; = 0, et on peut prendre x € Sj, x # 0; alors on a
r=x-1= Ziel’s#o xs;, ce qui contredit la somme directe.

(b)) Ona A = S @Sy @ --- @Sy, ou les S; sont des modules simples.
Alors A admet la suite de composition

0ocsSicSi+85cC---CS1+Sy+---+5;.
On applique le théoréme 9.7. O

Pour usage ultérieur, mentionnons le lemme suivant.

Lemme 10.3. Soit M un module artinien et semi-simple.
(a) M est une somme finie de modules simples ;
(b) M a une suite de composition ;
(c) M est noetherien.

Démonstration. (a) Si M est non nul, il a, étant artinien, un sous-module
simple S7. Comme M est semisimple, on a My = M = S1 ® My, M; sous-
module. Si M;j est nul, c’est fini, sinon on continue avec M qui est semi-
simple et artinien : M; = Sy @ M. Et ainsi de suite. Les sous-modules M;
décroissent, donc il y a un M; 1 qui est nul. On obtient alors = S1®---®.S;.

(b) La suite de composition s’obtient en considérant les sommes partielles
dans (a).

(c) Théoreme 9.7. O

Exercice 10.1. Montrer que le théoréme 10.1 implique que tout espace
vectoriel a une base.

10.2 Théoréme de Wedderburn-Artin

Théoréme 10.2. (lemme de Schur) Soit f : M — N un homomorphisme
de modules ; on suppose f non nul.

(a) si M est simple, [ est injectif;

(b) si N est simple, f est surjectif;

(c) si M, N sont simples, [ est un isomorphisme.
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Démonstration. Cela découle immédiatement de la définition d’un module
simple : dans (a), Ker(f) est un sous-module propre de M, donc il est nul;
dans (b), f(M) est un sous-module non nul de N donc f(M) = N. O

Corollaire 10.8. Si M est un module simple, End(M) est un corps.
Notons que ce corps n’est pas nécessairement commutatif.

Théoréme 10.3. Tout A-module a gauche simple est de la forme A/I, ou A
est vu comme un module a gauche sur lui-méme, et I est un idéal a gauche
mazximal de A. Réciproquement, tout module de cette forme est simple.

On voit ainsi que des modules simples existent, car les idéaux a gauche
maximaux existent par le lemme de Zorn.

Démonstration. 1. Soit M un module simple, et x un élément non nul de
M. Alors Ax = M, et la fonction A — M, a — ax est surjective. C’est un
homomorphisme de modules a gauche, et son noyau est un idéal a gauche de
A. Tl doit étre maximal, sinon il existe un idéal a gauche J tel que I C J C A,
avec des inégalités strictes, et I'image de J par la fonction précédente est un
sous- module non nul et propre de M, contradiction.

2. Réciproquement, soit M = A /I ou I est un idéal & gauche maximal de
A. Alors, par le théoreme de correspondance 8.2, il n’y a aucun sous-module
propre non nul dans M. Donc M est simple. O

Théoréme 10.4. (Artin-Wedderbun) Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) A comme module a gauche sur lui-méme est semi-simple ;

(b) A est isomorphe en tant qu’anneau a un produit fini d’anneauz de la
forme K=", ou K est un corps.

Démonstration. (b) implique (a) : exercices 10.2 et 10.3.

(a) implique (b) D’apres les exercices 10.4 et 10.5, il suffit de montrer que
Enda (A) est un anneau satisfaisant la condition (b). On est donc ramené a
montrer que si un module M est une somme directe finie de sous-modules
simples, alors End(M) est un anneau satisfaisant (b). Nous écrivons d’abord
M = @ M;j, ou les sous-modules M;; sont simples, ou les M;; pour i fixés
sont isomorphes entre eux, et ot M;; et My ne sont pas isomorphes pour
i # 1'. Puis nous définissons M; = @j M;j. Alors M = @ M;, somme di-
recte finie de sous-modules. D’apres le lemme de Schur (théoreme 10.2), tout
homomorphisme de M;; vers M;; est nul quand i # i'; donc tout homo-
morphisme M; — M, aussi, en vertu de la composition d’homomorphismes
naturels M;; < M; — My — M.
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D’apres ’exercice 10.6, on est donc ramené au cas ou il y a un seul 1,
c’est-a-dire au cas ou M est une somme directe finie de sous-modules simples

M=S5,...,S,

ou les S; sont tous isomorphes a S. Montrons que End(M) est isomorphe &
K>t ot K = End(S). Ce la finira la preuve, car par le lemme de Schur K
est un corps.

En effet, soit e; : S; — M linjection canonique, et p; : M — S; la
projection canonique : p; envoie s1 + - - -+ §¢ sur s;. Soit h; un isomorphisme
de S sur S;. On associe a tout f € End(M) la ¢t x t-matrice sur K dont
I’élément i, j est

hz_ 1pif€jhj.

Cette fonction est un homomorphisme d’anneaux. En effet, elle préserve
I’addition, c’est évident. Elle envoie idps sur la matrice identité, car
hi_lpi idpyr ejh; = h;lpiejhj, ce qui fait 0 si i # j, et si j = 4, ga donne
h; tidg, hi = idg.

Enfin, elle préserve le produit, car a ¢gf est associé la matrice dont
I’élement i, k est h;lpigfekhk, et l'on a

Z hi 'pigejhih; ' pjferhy = Z hi 'pige;piferhy
j J

= hi_leig(z e;pj) ferxhe = hi ‘eigfexhy,
J

car Zj ejpj = 1. La fonction est injective, car si hi_lpifejhj = 0, pour tous
1,7, alors tous les p; fe; sont nuls, et f = 0. La fonction est surjective, car
si on se donne une matrice carrée (m;;) d’ordre t sur K, alors en définissant
i = himijhj*l, on obtient pour tous 7,j un homomorphisme de modules
S; — S;, qui définissent un élément f = Z” e;mijp; de End(M); pour ce
f,ona h;lpifejhj =D . h;lpierﬂ'mpsejhj = h;lmjhj = m;j, car p;e, =0
sauf si ¢ = r auquel cas c’est I'identité de S;. La fonction est donc surjective.

O

Exercice 10.2. Soit A = K™" o4 K est un corps. Montrer que A est
somme directe des idéaur a gauches I, ou I; est l’ensemble des matrices
dont les éléments en dehors de la colonne j sont nuls. Montrer que I; est
un sous-module simple (un idéal a gauche non nul minimal).
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Exercice 10.3. Montrer que si A;, 1 = 1,2, est un anneau qui est semi-

simple comme module a gauche sur lui-méme, il en est de méme pour A; X
As.

Exercice 10.4. Montrer que ['anneau opposé de A est isomorphe a
Enda (A). Indication : l’isomorphisme envoie a € A sur f,, avec fo(z) = za.

Exercice 10.5. Montrer que A satisfait la condition (b) du théoréme 10./
si et seulement si l'anneau opposé satisfait cette condition. Indications :
prouver entre autres la formule, pour toutes matrices sur un anneau A :
YAB) =tB'A, ou le premier produit de matrices est sur l’anneau A, alors
que le second est sur l’anneau A°P.

Exercice 10.6. Montrer que si M = M; ® My (somme directe de sous-
modules), tel que tout homomorphisme de M vers Mas, et tout homomor-
phisme de My vers My, est nul, alors l’anneau End(M) est isomorphe au
produit direct des anneaur End(My) et End(Ms). Indication : la fonction
End(M) x End(Ma), (f1, f2) = f, ot f(my,ma) = (f1(m1), fa(ma)), est un
isomorphisme d’anneaux (on identifie M et My x Ma).

10.3 Radical de Jacobson

Définition 10.1. On appelle annulateur d’un A-module a gauche M [’en-
semble Ann(M) = {a € A,aM = 0}.

De maniere équivalente, a € Ann(M) < aM = 0.

Proposition 10.2. Ann(M) est un idéal bilatére. Le module M a une struc-
ture naturelle de A/Ann(M)-module a gauche.

Démonstration. Ann(M) est le noyau de ’homomorphisme d’anneaux na-
turel de A dans Endy (M), défini par la structure de A-module de M (voir
Proposition 8.1 (ii)). C’est donc un idéal bilatere de A.

Pour la deuxiéme assertion, on définit l’action de a+Ann(M) sur m € M
par am ; cela ne dépend pas du représentant choisi de la classe de a modulo
Ann(M), car si b € Ann(M), alors bm = 0. O

Définition 10.2. Le radical de Jacobson d’un anneau A, noté rad(A) est
lintersection des annulateurs de tous les modules a gauche simples.

C’est donc un idéal bilatere.
Théoréme 10.5. rad(A) est l'intersection de tous les idéaur maximaux

gauche de A.
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Démonstration. Soit x € rad(A). Soit I un idéal a gauche maximal de A.
Alors M = A/I est un module simple (théoreme 10.3), donc xM = 0; ce
qui signifie que z(a + I) C I pour tout a € A, donc za € I, et donc (avec
a=1), z € I. Donc z est dans tous les idéaux a gauches maximaux de A.
Réciproquement, soit x satisfaisant la derniere phrase. Soit M un module
simple. Soit m € M, non nul; alors Am = M (car Am est un sous-module
non nul de M et M est simple; donc la fonction a — am de A dans M
est un homomorphisme surjectif de module; donc son noyau est un idéal
a gauche maximal, x s’y trouve, et donc xm = 0. Donc zM = 0 et enfin
x € rad(A). O

Le résultat qui suit montre entre autres qu’on aurait pu définir le radical
en utilisant les modules a droites, ou les idéaux a droite, et qu’on obtiendrait
le méme radical.

Théoréme 10.6. rad(A) est l'ensemble des a dans A tels que 1 — xay est
inversible quels que soient x,y dans A.

Lemme 10.4. Si a € rad(A), alors 1 — a est inversible a gauche.

Démonstration. Supposons que J = A(1 —a) # A. Alors J est un idéal a
gauche propre de A, donc il est contenu dans un idéal a gauche maximal
I. Donc J + rad(A) C I, ce qui est impossible puisque 1 = (1 —a) +a €
J 4+ rad(A). Donc J = A(1 —a) = A et 1 — a est inversible & gauche. O

Preuve du théoréme 10.6. 1. Soit a € rad(A). Alors pour tout z,y dans A,
b = zay est dans rad(A). Or 1 — b est inversible a gauche par le lemme, et
il existe donc ¢ € A tel que ¢(1 —b) = 1. Donc 1 — ¢ = —c¢b € rad(A). Donc
par le lemme, ¢ = 1 — (1 — ¢) a un inverse a gauche. Comme ¢ a déja un
inverse a droite, qui est 1 — b, c’est aussi son inverse a droite, et ainsi 1 — b
est inversible.

2. Supposons que 1 — xay soit inversible quels que soient x,y dans A.
Par I’absurde, supposons que a ¢ rad(A). Il existe alors un idéal a gauche
maximal I tel que a ¢ I. Par maximalité [ + Aa = A. Alors 1 = y + za,y €
I,z € A. Mais y = 1 — xa est inversible par hypothese, donc I = A, une
contradiction. O

Théoréme 10.7. (Lemme de Nakayama) Si M est un module de type fini
satisfait rad(A)M = M, alors M = 0.

Démonstration. Soit my, ..., my des générateurs de M, avec n minimum.
Sin =0, alors M = 0, et c’est fini. Supposons, par 'absurde, que n > 1.
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Par hypothese, m,, € rad(A)M = M. 1l existe donc des scalaires a; €
rad(A) tels que m, = >, -, aim; (voir exercice 10.10). Alors (1—ay,)m, =
> <icn_q @im;. D’aprés le lemme, 1 — a, a un inverse a gauche, soit b.
Alors m,, = Y 1<i<n_1 baim;. Donc M est engendré par my,...,m,_1, une
contradiction. O

10.4 Radical, artiniaté et semi-simplicité

Le produit IJ de deux parties de A est par définition le sous-groupe
additif de A engendré par les éléments zy, x € I,y € J. Le produit ainsi
défini des parties de A est associatif, et on définit I"™ par récurrence sur
n > 1.

Un idéal (a gauche, a droite, bilatere) I est dit nilpotent s’il existe n > 1
tel que I = 0.

Théoréme 10.8. Si A est artinien, alors son radical est nilpotent.

Démonstration. Soit J = rad(A). Ona J D J? D J3 D ... Tous ces idéaux
sont bilateres (exercice 10.11), et comme A est artinien, il existe n > 1 tel
que J* = Jntl = Jn+2 = ... On a J" = J?". Nous montrons que J" = 0.

Supposons par I'absurde que J™ # 0. Soit E I'ensemble des idéaux a
gauche I tels que J*I # 0. On J" € E, donc E est non vide. Comme A est
artinien, il existe un élément minimal dans F, soit I. Il existe alors z € 1
tel que J"z # 0. Alors J"Axz # 0, Ax C I, et Az € E, donc I = Az par
minimalité. Donc I est de type fini comme A-module a gauche.

De plus, J*(J"I) = J*"[ = J"I # 0, donc J"I € E et comme J"I C I,
on J"I = I par minimalité. Mais I D JI 2 --- D J"I =1, donc JI = I et
I = 0 par le lemme de Nakayama. Donc J™I = 0, une contradiction. O

Nous examinons maintenant le rapport entre la semi-simplicité et la nul-
lité du radical.

Théoréme 10.9. (1) Si A est semi-simple en tant que module a gauche sur
lui-méme, son radical est nul.

(2) Si rad(A) est nul, et si A est artinien, alors A est semi-simple en
tant que module & gauche sur lui-méme.

Lemme 10.5. Si rad(A) = 0, alors pour tout idéal a gauche minimal I de
A, il existe un idéal a gauche J tel que A = I®J (somme directe de modules
a gauche).
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Démonstration. Comme rad(A) = 0, I n’est pas contenu dans rad(A), et
donc par le théoreme 10.5, il existe un idéal a gauche maximal J tel que J ne
contient pas I. Montrons que A = I & J. L’intersection I NJ doit étre nulle,
sinon c’est un sous-module non nul de I, donc égal a I, et donc I C J, une
contradiction. De plus, I 4+ J est un sur-module de J, donc par maximalité
de celui-ci, I + J = A. O

Corollaire 10.9. Pour tout idéal a gauche H et tout idéal a gauche minimal
I contenu dans H, il existe un idéal & gauche J contenu dans H tel que
H=1aJ.

Démonstration. 1l existe par le lemme un idéal & gauche J' tel que A = I®.J".
Posons J = J' N H. Alors la somme I + J est directe. Montrons qu’elle est
égal & H. Soit h € H. Alors h =14+ j',i € I,/ € J. Mais i,h € H. Donc
j' € H et enfin j' € J. Donc H C I + J et l'inclusion inverse est claire. [

Preuve du théoréme 10.9. (1) Par la proposition 10.1, A est une somme di-
recte S1@- - -®S; d’idéaux a gauche minimaux, qui sont des modules simples.
Soit x € rad(A). Alors x est dans 'annulateur de S;, pour tout i = 1,...,¢.
Comme 1 = s1+- - -+5; (s; € S;), on obtient que z = -1 = xs1+- - -+xs; = 0.

(2) Soit I; un idéal & gauche minimal de A ; il existe car A est artinien.
Par le corollaire appliqué a H = A, on trouve un sous-module J; tel que
A =1 ®J;. SiJj est non nul, il contient un idéal a gauche minimal de A, car
A est artinien ; on applique le corollaire a Jp, et on trouve A = I1 ®Io D Js, I
sous-module simple et Jy sous-module. Ce processus ne peut pas continuer
indéfiniment, car les sous-modules J; décroisssent strictement, et 'un d’eux
va étre nul, car A artinien. Donc il existe ¢t tel que A = I1 ® --- & I;, avec
des I sous-modules simples, et A satisfait la conclusion de (2). O

Pour usage dans la preuve du théoreme de Hopkins-Levitzki, nous prou-
vons la

Proposition 10.3. Soit J = rad(A). Tout A/J-module est un A-module,
annulé par J. Réciproqguement, tout A-module annulé par J est un A/J-
module. Sous cette correspondance, les modules simples sur A/J ou A sont
les mémes.

Démonstration. En effet, '’homomorphisme A — Endz(M) qui définit
la structure de A-module sur M s’obtient comme composition A —
A/rad(A) — Endz(M), ou le premier est la projection canonique et le
second I’homomorphisme qui définit la structure de A/rad(A)-module sur
M.
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La deuxieme assertion s’obtient car si le A-module M est annulé par J,
alors on peut décomposer A — Endz (M) comme ci- dessus.

La derniere assertion découle de ce qu’un module est simple si et seule-
ment s’il est isomorphe au quotient de ’anneau par un idéal a gauche maxi-
mal. Sachant qu’un tel idéal contient le radical de I’anneau, et en utilisant la
bijection naturelle entre les idéaux de A et ceux de A/rad(A) qui contiennent
rad(A), on obtient qu'il y a bijection entre les idéaux & gauches maximaux
de A et ceux de A/rad(A). O

Exercice 10.7. Montrer que le radical de Z. est nul.
Exercice 10.8. Montrer que rad(A/rad(A)) = 0.
Exercice 10.9. Montrer que rad(A™ ™) = (rad(A))"*".

Exercice 10.10. Soit I un idéal a gauche A. On note IM le sous-module
du module M engendré par les éléments am, a € I,m € M. Montrer que
si M est engendré par mq, ..., my,, alors IM est engendré par les éléments
am;, a€l,e=1,... n.

Exercice 10.11. Montrer que si I est un idéal d gauche et J C A, alors 1J
est un idéal a gauche. Montrer que si I est un idéal a gauche et J un idéal
a droite, alors I.J est un idéal bilatere.

10.5 Théoreme de Hopkins-Levitzki

Théoréme 10.10. Tout anneau artinien est noetherien.

Démonstration. Soit A un anneau artinien en tant que module a gauche sur
lui-méme, et J son radical. Par le théoreme 10.8, on a la chaine décroissante
de sous-modules & gauche de ’anneau :

A=J">J>J2>...>J"=0.

Pour montrer que A est noetherien, il suffit par le théoreme 9.7, de montrer
qu’il a une suite de composition, et pour cela, que chaque module M; =
JU/JH i =0,...,n—1,en aune. Soit B = A/J ; B, comme module & gauche
sur lui-méme, est un module semi-simple (théoreme 10.9), car le radical de
lanneau B est nul (exercice 10.8), et qu'il est artinien (proposition 9.2).
On a JM; = 0, donc M; est un B-module. Donc, par le corollaire 10.6, M;
est un module semi-simple ; il est aussi artinien, comme quotient d’'un sous-
module d’un module artinien (proposition 9.2). Par suite M; (lemme 10.3)
est somme directe finie de B-modules simples. Ces modules sont aussi des
A-modules simples (proposition 10.3). Donc M; a une suite de composition
en tant que A-module. O
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10.6 Le théoréme de densité

Soit ' un R-module & gauche. Soit R’ = Endg(F). Alors E est aussi un

R’-module par laction
(0, ) = (),

si op € R, x € E. Chaque a € R induit un R’-endomorphisme de FE, &
savoir fo : E — E, fo(z) = ax. En effet, pour tout ¢ € R, fo(p(z)) =
ap(z) = p(ax)) = o(fa(x)), ce qui prouve la R'-linéarité de f, (qui traduit
la R-linéarité de ).

Nous considérons maintenant R” = Endg/ (F), 'ensemble des endomor-
phismes du R’-module E. On appelle souvent R’ le commutant de R, et R”
le bicommutant de R. Nous avons donc un homomorphisme

R— R' aw f,.
On se demande quelle est I'image de cet homomorphisme.

Exemple 10.1. On considére R = k, un corps commutatif, et E un es-
pace vectoriel de dimension finie n sur k. Alors R’ s’identifie aux matrices
carrées d’ordre n sur k, avec leur action a gauche sur les colonnes. Un R'-
endomorphisme f de E doit commuter avec les matrices scalaires, donc c’est
ausst un k-endomorphisme de E, qui doit commuter avec tous les endomor-
phismes de E. Avec lidentification avec les matrices, cela signifie que f est
une matrice qui commute avec toutes les matrices, donc [ est une matrice
scalaire. Par suite [’homomorphisme ci-dessus est surjectif.

Théoréme 10.11. (théoréme de densité de Jacobson) Soit E un mo-
dule semi-simple sur l’anneau R, et soit R' = Endg(F). Soit f € R" =
Endp/ (F). Soient z1,...,x, des éléments de R. 1l existe alors o € R tel que

flx;) = ax;,Vi=1,...,n.
Autrement dit, f et f, coincident sur les x;.

Démonstration. 1. On commence par le cas n = 1, x = x1. Comme FE est
semi-simple, on a ¥ = Rx @ F', ou F' est un certain sous-module de E. Soit
7 : E — Rx la projection correspondante. On a donc m € R’. Donc

f(x) = f(mx) = 7 f ().

Donc f(x) € Rx et par suite il existe « € R tel que f(x) = ax.
2. Nous ne prouvons le théoreme que dans le cas ou M est simple. Le
cas général est juste un peu plus compliqué. On applique 1. au module
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E"=FE®---@ E (n fois), qui est semi-simple (corollaire 10.2). Alors S =
Endg(E™) est isomorphe a Panneau des matrices d’ordre n sur R’ : une telle
matrice (g;;) € R™*™ définit 'endomorphisme dont la restriction au j-éme
terme E de la somme directe E™ envoie x € E sur (g1(z), ..., gn;j(x).

On considére maintenant la fonction F : E™ — E"™ (y1,...,yn) —
(f(y1)y---, f(yn). Comme f est un R'-endomorphisme, F est un S-
endomorphisme. Par la partie 1., il existe donc a € R tel que a(x1,...,z,) =
F((x1,...,25)). D’ou la conclusion du théoreme. O

Corollaire 10.10. (théoréme de Burnside) Soit K un corps commutatif
algébriquement clos et R une sous-algébre de K"*™. On suppose que R agit
simplement sur l’espace des colonnes K™™' (pas de sous-espace propre non
nul stable sous R). Alors R = K"*".

Démonstration. V.= K™ est un R-module simple. C’est donc un R'-
module ot R = Endg(V). De plus R’ est un corps gauche, par le lemme de
Schur.

On note que K C R, car si M € V et a € K, alors aMv = Mav. Mais
R’ est un sous-anneau de K"*", car R’ = Endg(V) C Endg(V) = K"*".
Donc R’ est une K-algebre de dimension finie.

Si z € R/, alors K(x) est un sous-corps de R’, de dimension finie sur K.
Comme celui-ci est algébriquement clos, z € K. Donc R’ = K. Par suite
R’ = Endg (V) = Endg (V) = K"*".

Soit maintenant f € R”, et vy,...,v, une base de V. Par le théoréme
de densité, il existe M € R tel que f(v;) = Mv;,i=1,...,n. Donc f = M.
Donc K"*" = R C R. O

Application : si M est un sous-monoide multiplicatif de K™*™ qui n’a
pas de sous-espace stable dans son action sur K™*!, alors toute matrice dans
K"*™ est combinaison linéaire de matrices dans M.

Si M est de plus commutatif, on a forcément n = 1.

11 Modules sur un anneau commutatif principal
integre

On considere dans ce chapitre un anneau commutatif intégre et principal

A : tout idéal de A est engendré par un élément, donc est de la forme aA,

a € A. Les exemples typiques sont Z et K[z], K corps commutatif. Les
modules seront notés a gauche.
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Exercice 11.1. Montrer qu’un anneau commutatif, vu comme module sur
lui-méme, est un module libre, si et seulement si c¢’est un anneau est prin-
cipal.

Exercice 11.2. Montrer que l’idéal de Z[x] engendré par 2 et x n’est pas
principal. En déduire que Z[x] n’est pas un anneau principal.

11.1 Torsion

Soit M un module & gauche. L’annulateur {a € A | am = 0} d’un
élément m € M est un idéal de A. L’annulateur {a € A | aN = 0} d'un
sous-module N de M est un idéal de A.

Un module est sans torsion si 'annulateur de tout élément est nul; de
maniere équivalente, 'annulateur de M est nul. Au contraire, on dit qu’un
module est de torsion si tout élément a un annulateur non nul.

Tout module libre est sans torsion, faire 1’exercice 11.3.

Exercice 11.3. Montrer que tout module libre est sans torsion. En déduire
lexistence de Z-modules non libres, et plus généralement, pour tout anneau
commutatif qui n’est pas un corps (utiliser un quotient de l’anneau).

11.2 Mise sous forme diagonale des matrices sur A

On considere les opérations de lignes et de colonnes sur les matrices a
coefficients dans A. Les opérations de lignes sont de trois sortes :

(i) échanger les lignes i et j, opération notée (ij)r ;

(ii) multiplier la ligne 7 par un scalaire a inversible. Notation : aL; ;

(iii) ajouter a la ligne 7 la ligne j multipliée par a, avec i # j; Notation :
Li + CLLj.

Les opérations de colonnes sont similaires, et notées avec des C.

Théoreme 11.1. Soit M wune matrice a coefficients dans A. Par des
opérations de lignes et de colonnes, on peut transformer M en une matrice

49



de la forme

dd 0 - - 0 0 - - 0
0 do O 0 O 0
0 0 0 (6)
0 0 d. 0 0
0 0 0 0
0 - o s 00 e e 0
our >0, les d; sont des éléments non nuls de A avec dy|ds] - -|d,.

On appellera qu’'une matrice est sous forme diagonale si elle a cette
forme, avec la condition sur la divisibilité. On appelle diviseurs principaux
les éléments dy, ..., d,.

La preuve ci-dessous donne un algorithme pour mettre la matrice sous
forme diagonale ; dans la pratique, on n’a pas besoin de suivre strictement
cet algorithme, et 1’algorithme est tres rapide (du moins sur Z) ; cela vient
du fait que I’algorithme euclidien est rapide (de basse complexité).

Démonstration. Nous ne prouvons ce théoreme que dans le cas A = Z,
avec la propriété supplémentaire que les d; sont des entiers naturels. Le cas
général n’est pas tres différent, mais I'avantage de travailler avec les entiers,
c’est que chaque idéal de Z est engendré par un unique entier naturel, et
qu’on pourra faire une récurrence facile sur ceux-ci.

On peut supposer M non nulle. On va montrer qu’on peut transformer
M par des opérations lignes et de colonnes en une matrice ayant la forme

par blocs
di 0
(% 5) ™

ou dj est un entier naturel non nul qui divise chaque coefficient de la matrice
B (les 0 en gras représentent des matrices lignes et colonnes de la taille
appropriée). Par hypothese de récurrence (sur la taille de la matrice), ce
sera suffisant ; en effet, si les coefficients d’une matrice sont divisibles par un
entier a, cette propriété est préservée par opérations de lignes et de colonnes.

1. Par permutation de lignes et de colonnes, et par multiplication par
—1 au besoin, on peut se ramener & my; > 0, et & my; < |m;;| pour tous ¢, j
tels que m;; est non nul.
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2. Dans la suite de 'algorithme, |m;1| n’augmentera pas. A chaque étape
de cet algorithme, si la matrice obtenue a un coefficient non nul de valeur
absolue plus petite que son coefficient 1,1, on retournera a ’étape 1. Cela
ne peut se produire qu'un nombre fini de fois.

3. On choisit dans la premiere colonne un coefficient m;1, avec ¢ > 1, et
on fait la division euclidienne par mi1 : m;1 = mi1q+ 17, 0 < r; <myi. On
fait ’opération de lignes L; — qL1, ce qui a pour effet de remplacer m;; par
r;. Si r; # 0, on retourne a ’étape 1. Si r; = 0, on prend un autre i. En
répétant cette procédure, on obtient comme premiere colonne

mi1
0

0
4. On fait de méme pour la premiere ligne, avec des opérations de co-
lonnes.On est alors ramené a la forme (7), mais avec la possibilité qu’un
coefficient b de B ne soit pas divisible par mq1, et on peut se ramener a
b > 0. On ajoute alors la colonne de b a la premiere et on obtient comme

premiere colonne
mi1

avec b sur la ligne 7. On retourne & 1’étape 3 avec ce i, ce qui a pour effet de
remplacer m;; par r; avec 0 < r; < m11, et on retourne a ’étape 1. O

Définition 11.1. On appelle groupe linéaire d’ordre n de A le groupe des
matrices inversibles dans A™*™. Notation : GL,(A).

Une matrice est dans GL,(A) si et seulement si son déterminant est
inversible dans A.

Corollaire 11.1. Soit M une matrice de taille n X p. Il existe des matrices
P e GLy(A) et Q € GLy(A) telles que PMQ soit sous forme diagonale.

Démonstration. Il suffit de montrer que les opérations de colonnes sont si-
mulées par des multiplications par la gauche par des matrices inversibles, et
semblablement pour les colonnes. Ceci est tout-a-fait semblable au cas ou
I’anneau est le corps des réels. O
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Corollaire 11.2. Le groupe linéaire sur A est engendré par les matrices
élémentaires.

Faire ’exercice 11.5.

Exercice 11.4. Mettre sous forme diagonale les matrices suivantes :
<31)<123> 313_14 <20>
_1 2 Y 4 9y - ) *
5 6 4§ -2 0 3
Exercice 11.5. Une matrice élémentaire sur A est une matrice obtenue
par une opération de lignes a partir d’une matrice identité. Montrer que la

définition est équivalente si on remplace “lignes” par “colonnes”. Montrer
que toute matrice inversible sur A est un produit de matrices élémentaires.

Exercice 11.6. Utiliser la mise sous forme diagonale pour résoudre sur A
un systeme d’équations linéaires sur A.

11.3 Unicité de la forme diagonale

Théoreme 11.2. La forme diagonale du théoreme 11.1 est unique. De
manicére précise, r est le rang de la matrice dans le corps des fractions
de A et les idéauz dy - - - d; A sont complétement déterminés par la matrice :
dy -+ d;A est l'idéal engendré par les mineurs d’ordre i de la matrice.

On peut aussi dire que les éléments d; sont déterminés a association
pres : a,b dans A sont associés si et seulement si aA = bA si et seulement
s’il existe u € A inversible tel que a = ub.

(72)-(03)

Le 1-mineurs engendrent Z: et le 2-mineur est 5.

Exemple 11.1.

Notons H;(M) I'idéal engendré par les i-mineurs de M.

Démonstration. 1. Le rang d’une matrice ne change pas apres opération de
lignes ou de colonnes, d’apres le corollaire 11.1. De plus, le rang de la matrice
sous la forme diagonale du théoreme 11.1 est r. Ceci prouve ’assertion sur
le rang.

2. Nous montrons que lors d’une opération élémentaire de lignes ou de
colonnes M — M', on a H;(M) = H;(M'). On peut déja s’en convaincre
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pour les 1-mineurs : le cas le moins facile est une opération de lignes L; +-aL;
(pour les colonnes c’est analogue); dans ce cas m}, = m;; + amji et les
autres mg sont inchangés, en particulier les m;, ce qui implique que 'idéal
engendré par les coefficients de la matrice est inchangé.

Regardons le cas i = 2, auquel nous nous restreindrons, pour simplifier.
Une opération de lignes (ij) laisse les 2-mineurs globalement invariants, sauf
a multiplier certain d’entre eux par —1. Une opération al; laisse certains
mineurs invariants et multiple certains d’entre eux pas I’élément inversible
a. Considérons une opération de lignes L; +«aLj, et nous prenons i = 1,5 = 2
pour simplifier ; les 2-mineurs sont inchangés, sauf s’ils sont logés dans les
lignes 1 et k, k > 3, et nous prenons k = 3 pour simplifier. On a alors

a b --- at+ac b+ ad
c d --- , c d
M = e f — M = e f

Le 2-mineur de M’ logé en les lignes 1 et 3, et dans les deux premicres
colonnes (pour simplifier, les autres cas sont similaires) est

a b c d

6f+aef

)

e f

ce qui implique que Hy(M) = Hy(M').

3. Nous montrons maintenant que si M est sous la forme diagonale du
théoreme 11.1, alors H;(M) = dy---d;A pour i = 1,...,7. On voit en ef-
fet que les seuls mineurs non nuls de cette matrice sont les mineurs dont
la diagonale est sur la diagonale principale de M. Un tel mineur, s’il est

a+ac b+ad ‘_

d’ordre %, est, par la propriété de divisibilité, un multiple de d; - - - , d;. Donc
H;(M) =d;---d;A dans ce cas.
4. Le théoreme découle des trois parties précédentes. O

Exercice 11.7. Retrouver les formes diagonales des matrices de [’exercice
11.4 en utilisant le théoreme 11.2.

Exercice 11.8. Montrer qu’une matrice carrée sur A est inversible si et
seulement si sa forme diagonale est l’identité.

11.4 Sous-modules de AP

Théoréme 11.3. Pour tout sous-module H d’un A-module L libre de rang
p, il existe une base x1,...,xp de L, r > 0, et des éléments di,...,d, non
nuls de A tels que dilda|---|d,, et que dix1,...,dyz, est une base de H.
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Lemme 11.1. Soit H un sous-module de AP. Il est finiment engendré.

Démonstration. Si p = 0, c’est clair, car A° = {0}. Supposons p > 1. Soit
7w : AP — A la premiere projection. Alors m(H) est un sous-module de A,
c’est-a dire un idéal, donc 7(H) = aA, a € A. Soit y € H tel que 7(y) = a.

Par hypothése de récurrence, H' = HN{0} x AP~! est finiment engendré,
car {0} x AP~! est isomorphe & AP~

Nous montrons que y et H' engendrent H, et ca suffira pour montrer que
H est finiment engendré. Soit 2z € H. Alors il existe b € A tel que w(x) = ba.
Alors 7(z — by) = m(x) — br(y) = ba —ba = 0. Donc z = x — by € H', et
comme x = by + 2z, nous avons prouvé que y et H' engendrent M. O

Etant donnée une matrice M de taille n x p sur A, et une base z1,...x,
d’un module libre L, nous notons K (M, x) le sous-module de L engendré
par les vecteurs dont les lignes de M sont les coefficients de ces vecteurs
dans cette base.

Lemme 11.2. Soit M — N une opération de lignes ou de colonnes. Si
c’est une transformation de lignes, alors K(M,z) = K(N,x). Si c’est une
transformation de colonnes, alors il existe une base y1,...,y, de L telle que

K(M,z)=K(N,y).

Démonstration. Par définition, K (M, x) est engendré par les n vecteurs v; =
Zj m;;xj, 1 = 1...,n, correspondant aux n lignes de M.

Clairement, si on échange deux lignes, K(M,z) = K(N,x), car on
échange simplement v; et v; parmi les générateurs du sous-module; si on
multiplie une ligne par a inversible, on a clairement 1’égalité, car I’'un des v;
est multiplié par a; enfin une opération de lignes L; + aL; revient a rem-
placer v; par v; + avj, les autres vy, restant inchangés, et on a donc toujours
I’égalité.

Passons aux opérations de colonnes. Si c’est une opération (i,j), alors
on prend comme nouvelle base la base obtenue en échangeant x; et x;. Si
c’est une opération aCj, a inversible, on remplace x; par a” ' x;. Si c’est une
opération Cs + aC}, on remplace x; par x; — axs, les autres inchangés, et ca
marche, car m;sTs + mixy = (mis + amit)azs + mg(x¢ — axs).

O

Preuve du théoréme 11.3. Le module libre L de rang p est isomorphe a AP.
Nous savons donc grace au lemme 11.1 que H a un systeéme générateur fini.
Choisissons une base x1,...,x, de L. Prenons ces générateurs et définissons
une matrice M dont les n lignes sont les coefficients de ces générateurs dans
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la base de L choisie; M est alors une matrice n x p sur A. Les lignes de M
engendrent le sous-module H. On a donc H = K (M, x).

On applique alors itérativement le lemme précédent, et la mise sous forme
diagonale de N, et on trouve une base yi,...,y, de L, telle K(N,y) = H. Si

di,...,d, désignent les diviseurs principaux, on trouve que diyi,...d,y,
engendrent H, et ils en forment une base, puisqu’ils ont linéairement
indépendants, car A est integre. O

Corollaire 11.3. Tout sous-module d’un A-module libre finiment engendré
d’un module libre de rang p est un module libre de rang < p.

On notera que, réciproquement, si un anneau satisfait & la propriété du
corollaire, alors il est nécessairement principal.

Exercice 11.9. Montrer que si f est une application linéaire d’un A-module
libre M wvers un autre N, tous deux finiment engendrés, alors il existe une
base my,...,my de M et une base ny,...,n; de N, telles que f(m;) = d;n;
pour i =1,...,r et f(n;) = 0 pour i > r, ou les d; sont des scalaires non
nuls et dy|ds] .. .|d,.

Exercice 11.10. Trouver une base du sous-groupe de Z3 engendré par
(1,0,-1),(2,-3,1),(0,3,1) et (3,1,5).

11.5 Structure des A-modules finiment engendrés

Théoréme 11.4. Tout A-module finiment engendré M est isomorphe a un
module de la forme
A® X AfelA x - x AfcA, (8)

ot s,t € N, et ou les ¢; € A sont non nuls, non inversibles, et satisfont
il ey

Démonstration. Supposons que M soit engendré par p vecteurs. Il existe
un module libre de rang p, un homomorphisme surjectif de A-modules 7 :
L — M. Alors M est isomorphe & L/H ou H = Ker(n). Il existe une base

z1,...,2p de L,r € N, et des éléments non nuls dy, ..., d, tels que di| - - - |d,
et que dyx1,...,d,z, est une base de H. Par isomorphisme, on est ramené
a L = AP et que H est le sous-module engendré par diey,...,d.e., ou les e;

forment la base canonique de AP (voir exercice 11.11).
Donc H est égal & (d1A) x -+ x (d.A) x {0}P~". Considérons I’'homomor-
phisme canonique de A-modules

0: AP 5 N =A/diA x - X A/d A x AP,
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Son noyau est H. Donc M est isomorphe N.
Il suffit pour conclure de voir que si d; est inversible, alors d;A = A
et donc A/d;A = {0}. De plus, si d; non inversible, alors ses multiples ne

le sont pas non plus. Il existe donc k tels que di,...,d; sont inversibles
et d—k+1,...,d, ne le sont pas. On posera donc t =r —k, s =p—r,
c1 =dpy1y...,c = dy. ]

Corollaire 11.4. Tout module finiment engendré sans torsion est libre.

Rappelons qu’un élément p de A est dit irréductible s’il n’est pas nul ni
inversible, et si toute factorisation p = ¢r dans A implique que ¢ ou 7 est
inversible.

Corollaire 11.5. Tout module finiment engendré est isomorphe a un pro-
duit d’un module libre par un produit de modules de la forme A/pkA, P
irréductible dans A, k > 1. Ce produit est unique.

Lemme 11.3. (Théoréme chinois) Si ¢ = plfl-'-pﬁ", ot les p; sont
wrréductibles et distincts dans A et ou les k; sont > 1, alors

Afeh~ T A/pFA.

1<i<n

Démonstration. On prouve que si a,b € A son premiers entre eux alors
AJabA ~ A/aA xA/bA. On en déduit le lemme par récurrence sur n, puisque
p’fl e pi”_‘ll est premier avec pﬁ”.

On a un homomorphisme canonique A — A/aA x A/bA;z — (x
mod a,x mod b). Son noyau est I’ensemble des x qui sont divisibles par
a et par b, c’est-a-dire par ab, puisque 'anneau est factoriel et que a et b
sont premiers entre eux.

Il suffit donc de montrer que cet homomorphisme est surjectif. Appelons
Bézout a la rescousse : 1 = au+ bv. Soient y, z dans A. On a y — z = au(y —
z)+bv(y — z) Posons h = —u(y — z) et m = v(y — z). Alors y + ha = z+mb
et nous notons x cet élément. On a x =y mod a et x = z mod b, ce qui
prouve la surjectivité. O

Remarque : dans le cas de Z, la surjectivité s’obtient plus simplement
pas un argument de cardinalité. Pareillement, si A = K[z], on peut utiliser
un argument de dimension sur K..

Exercice 11.11. Montrer que st on a un isomorphisme de modules L; —

Lo, qui envoie le sous-module Hy sur Hsy, alors il induit un isomorphisme
Ll/Hl — LQ/HQ.
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Exercice 11.12. On considére les multi-ensembles finis F, dont les
éléments sont des puissances d’exposant > 1 d’éléments irréductibles de A,
considérés a association preés. On définit une fonction de ’ensemble de ces F'
qui associe a F un t-uplet (c1,...,c) d’élements non nuls et non inversibles
de A, considérés a association prés, tels que c1 | ca | ... | ¢ ; cette fonction
est définie récursivement comme suit : ¢, est le produit des p*, produit sur
tous les irréductibles dans A, ot p* € F avec k mazimum, avec k = 0 s’il n'y
a pas de puissance de p dans F ; et (c1,...,ci—1) est l'image par la fonction
de F' obtenue en enlevant les p* précédents de F.

Montrer que cette fonction est une bijection. En déduire ['unicité dans
le corollaire 11.5.

11.6 TUnicité de cette structure

Théoreme 11.5. Dans le théoréme 11./, s,t et les idéauzx ¢;A ne dépendent
que du module M .

Les ¢; sont donc définis a association pres.

Lemme 11.4. Soient a,b € A*. Alors on a l'isomorphisme de modules
bA/abA ~ A/aA.

Démonstration. On a un homomorphisme canonique de A-modules A —
bA/abA, x — br mod ab. Il est surjectif, et son noyau est abA, car A est
integre. O

Si M est un A-module, et a € A, nous notons M, le sous-module des
éléments de M annulés par a :

My, ={m e M | am = 0}.
Rappelons que si p € A est irréductible, A/pA est un corps.

Lemme 11.5. (i) Soit M un module et p un élément irréductible. Alors M,

est naturellement un espace vectoriel sur A/pA.
(i1) Si M = A/pad, alors M, = aA/pal ~ A/pA est de dimension 1.

Lemme 11.6. Si M est la somme des directe des M;, M, (resp. pM) est
la somme directe des (M;), (resp. des pM;).

Démonstration du Théoréme 11.5. (récurrence sur la somme totale des ex-
posants des ¢; exprimée en produit d’irréductibles) On considére la forme
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donnée au théoreme 11.4. Notons M, le sous-module de torsion de M, c’est-
a-dire I’ensemble des éléments de torsion de M, clairement un sous-module.
On a donc

M, =A/c1A x - x AJcA.

Donc A" ~ M /M, ce qui détermine s, car c’est le rang de ce module libre.
Nous sommes donc ramenés au cas ou M = A/ciA x -+ x A/cA. Soit

p un diviseur irréductible de ¢, donc de tous les ¢;. Alors M), est un espace

vectoriel de dimension s, par les lemmes qui précedent. Donc ¢ est déterminé.
Ecrivons ¢; = pd;. Alors di|da| ... |d;. On a, par les lemmes,

pM ~ A/d1A x -+ x A/dA.

Parmi les d;, les j premiers sont des éléments inversibles, j > 0. Donc
pM ~ A/dj 1A x - x A/diA. Par hypothese de récurrence, ceci détermine

a association pres djy1,...,ds; donc ¢jyq...c¢ ;5 leur nombre ¢ — j est donc
déterminé. Mais comme ¢ est déja déterminé, j 'est aussi, et ¢1,...,¢; ont
égaux a p, a association pres. O

Exercice 11.13. Montrer que {m € M | Ja € A,a # 0,am = 0} est un
sous-module du module M.

11.7 Application 1 : groupes abéliens finiment engendrés
On prend A = Z. Comme Z-modules = groupes abéliens, on obtient le

Théoréme 11.6. Soit G un groupe abélien finiment engendré.

(i) G~ L x Gy, ot L est libre de rang fini et G, est fini.

(i) Il existe des entierst > 0 et 2 < ci|ca|. .. |ct, entiérement déterminés
par la classe d’isomorphisme de G, tels que

G, ~ H Z]ciZ.

1<i<t

(ii) Il existe un multi-ensemble fini F' de puissances non triviales de
nombres premiers, entierement déterminé par la classe d’isomorphisme de
G, tel que

G.~ [[ z/v*z.

pkeP

(117) G est libre si et seulement s’il est sans torsion.
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Exercice 11.14. Trouver les classes d’isomorphisme des groupes abéliens
d’ordre 400.

Exercice 11.15. A quelle condition un groupe abélien fini contient-il un
sous-groupe isomorphe a 2/27 ¢ A L/27 X Z]27 ?

Exercice 11.16. Si G est comme dans (8), avec A = Z, quel est l’ordre
mazimum d’un élément de G ¢

Exercice 11.17. Montrer qu’un sous-groupe de Z2, de rang 2, a une unique
base de la forme (a,0),(c,d), ot a,c,d sont des entiers avec a,d > 0 et
0 < ¢ < a. Montrer que l'index du sous-groupe (c’est-a-dire la cardinalité du
quotient) est ad. Montrer que le nombre de sous-groupes de Z? d’index n est
€gal a la somme des diviseurs de n.

11.8 Application 2 : réduction d’un endomorphisme d’un es-
pace vectoriel

On prend
A = K]z],

ou K est un corps commutatif. On considere dans la suite un espace vectoriel
V fixé sur K et un endomorphisme fixé f de V. Rappelons la notation P(f)
si P € K[z], obtenue en remplacant x par f dans le polynéme P. Alors P(f)
désigne un endomorphisme de V.

L’espace V devient un A-module par 'action Pv = P(f)(v), P € A,e V.
Notons que la structure d’espace vectoriel de V' s’obtient de sa structure de
A-module en restreignant 'opération externe de celui-ci au sous-corps K de
A. Autrement dit, si P est un polynéme constant, la notation Pv désigne
le produit externe, dans le K-espace vectoriel V', du scalaire P € K par le
vecteur v.

Le A-module V' est un module de torsion, car les endomorphismes
f™,n € N ne peuvent pas étre linéairement indépendants sur K. En fait,
par le théoreme de Cayley-Hamilton, le polyndéme caractéristique est dans
Iannulateur de tout v € V'; en fait, P(f) = 0 si P est le polynéome ca-
ractéristique

Il existe un polynome P, de coefficient dominant 1, de degré minimum,
tel que P(f) =0, et c’est le polynéme minimal de f. Le polynéme minimal
divise le polynome caractéristique, et il est le générateur de l'idéal de A
formé de polynémes qui sont dans ’annulateur de tous les éléments de V.
Voir le cours d’algebre linéaire 2 [3].
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Rappelons qu'un espace vectoriel est dit cyclique sous 'action de f s’il
existe v € V tel que les f"(v) engendrent V' comme espace vectoriel. Autre-
ment dit, V' est un A-module cyclique (ou monogene).

Théoreme 11.7. Si V est cyclique, alors le polynéme minimal de f est
égal a son polynome caractéristique, soit P, et V. comme A-module est iso-
morphe 4 A/PA. Modulo cet isomorphisme, V a pour base les classes de

La,...,2" 1, deg(P) =n. 8i P = 2" — a, 12" ! — - — ag, alors l’ac-
tion de f sur V est entierement décrite sur cette base par 1 — x,x —
22 a2 s vl s g+ a4 -4 an_12” L autrement dit , la

matrice de f dans cette base est la matrice compagne de P.

Voir [3], chapitre 16. Appelons diviseur ce polynome P, dans le cas ou V'
est cyclique sous I'action de f; ¢’est un polyndéme non constant (en excluant
le cas o V = 0).

En général, un espace vectoriel n’est pas cyclique, mais on a le résultat
suivant, dont la premiere assertion découle immédiatement du théoreme 11.4

Théoréeme 11.8. L’espace V' est une somme directe de sous-espaces cy-
cliques, avec diviseurs Py|Pa|---|Py. Ceuz-ci sont uniquement déterminés
par f, si on les prend unitaires. De plus, Py est le polynome minimal de f
et son polynome caractéristique est Py - - - Py.

On appellera invariants de f les polynémes Py, ..., P,. On peut aussi
déduire la forme de Jordan du Corollaire 11.5.

Corollaire 11.6. 5i K est algébriquement clos, il existe une base de Jordan
pour f.

Démonstration. D’apres le corollaire cité, le A-module V' est somme directe
se A-modules de la forme A/(z — A\)*A, puisque les polynémes irréductibles
dans K|z| sont de degré 1. Ce dernier K-espace vectoriel a pour base e; =
lLea=a—\,...,ex = (z — A\)* ! modulo z — \. Et on a modulo (z — \)* :
ey = = z—M\ = eat+der, zes = w(v—A2) = (2—A) 2+ A (z2—)) = e3+ e,
sy xep = x(z — AL = (2 = MF + Mz — N)F! = Aeg. Ce qui domne un
bloc de Jordan d’ordre k avec valeur propre A. O

On peut calculer les diviseurs de f de la maniére suivante.

Théoreme 11.9. Soit M la matrice de f dans une base vy,...,v, de V,
de dimension n. Les invariants de f sont les diviseurs non constants de la
matrice xl, — M.
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Démonstration. 1. Considérons 'homomorphisme u de A-module qui en-
voie I’élément e; de la base canonique de A™ sur v;. Il existe car A" est
un A-module libre. Nous identifions dans la suite A" avec A™*! (matrices-
colonnes).

Nous montrons que le noyau de u est engendré comme A-module par les
colonnes de la matrice I, —M. On aen effet f(v;) = ), mj;v;, donc u(ze;—
dimije) = wuleg) = 32 migu(e) = xvj =32 mijvi = f(vj) =32, mijvi = 0.
Donc la j-éme colonne de xI, — M est dans le noyau de u.

Soit H le sous-A-module de A™ engendré par les colonnes de z1,, — M.
Nous venons de voir que H est contenu dans le noyau de u. Pour prouver
Iinclusion réciproque, notons que, considérant K” somme un sous- ensemble
de A", on a Ker(u)NK"™ = 0; en effet, si m € Ker(u)NK", alors m =) . a;e;,
a; €K, et ona 0 =wu(m)=>,a;v; (uest A-linéaire, donc K linéaire), et
les a; doivent étre nuls, et m aussi. Nous avons ze; = ). m;je; modulo
H ; il s’ensuit récursivement que tout m € A" est congru modulo H a une
combinaison K-linéaire ), a;e;. Prenons m € Ker(u); on aura alors m =
>, aie; modulo H. Mais comme H C Ker(u), Y. a;e; € Ker(u), donc les a;
sont tous nuls. Donc m = 0 modulo H, et m € H.

2. Nous revenons a la notation usuelle pour A™, dont les éléments sont
donc des lignes. Alors Ker(u) = K (x1,—'M), avec les notations de la section
11.4. Le théoreme se déduit alors de la démarche suivie dans la preuve des
théoremes 11.3 et 11.4, en remarquant que les diviseurs d’une matrice et de
sa transposée sont les mémes. ]

Ce théoréme permet entre autres de calculer le polynéme minimal d’un
endomorphisme ou d’une matrice carrée : c’est en effet le premier invariant
de xI,, — M.

Corollaire 11.7. Deux endomorphismes de V sont conjugués si et seule-
ment s’ils ont méme invariants.

Démonstration. Ils ont en effet la méme matrice dans deux bases de V. [

Corollaire 11.8. Soient A, B deux matrices carrées de méme ordre sur K
et I un sur-corps de K. Alors A, B sont sont conjuguées dans K"*" si et
seulement si elle sont conjuguées dans L"*™.

Démonstration. A cause de leur unicité, calculer les diviseurs de zl, — M
dans K|z] ou dans L[z], c’est la méme chose. O
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Exercice 11.18. Montrer qu’un espace est cyclique si et seulement si le
polynome caractéristique de f est égal a son polynéme minimal.

Exercice 11.19. Montrer que V est irréductible (c’est-a-dire n’a pas de
sous-espace stable sous f, autre que 0 est V') si et seulement si le polynome
caractéristique de f est irréductible.

Quatrieme partie
Solution de certains exercices

6.9 L’injection Q — R.

9.2 On définit une fonction f : E — P*(E) par f(P) ={Q € E,Q C
P, P # Q}. Soit F : P*(F) — E une fonction de choix. On définit g : £ —
E,g = F o f. Alors la suite de sous-modules g"(P), n € N, est strictement
décroissante.
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