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1 Introduction

Ce cours fait suite au cours d’algebre linéaire 1, dont on pourra lire les
notes [1]. Nous notons R ’ensemble des nombres réels.

2 Corps des scalaires

En algebre linéaire 1, nous avons étudié les espaces vectoriels sur les
réels : 'opération externe, ou produit externe, associe a tout réel a et a tout
vecteur v un vecteur noté av. Nous avons étudié ce qu’on appelle les espaces
vectoriels sur R.

On peut définir la notion d’espace vectoriel sur d’autres “corps” que R.
Un corps est un ensemble qui, comme R, posséde un 0 (zéro) et un 1 (un), et
qui a quatre opérations : addition, soustraction, multiplication, division, avec
les propriétés usuelles; en particulier, on peut toujours diviser un élément
par un autre élément, sauf si ce dernier est nul.

Nous n’irons pas dans les détails ici. Regardons plutot des exemples :

— Le corps des nombres réels R;

— Le corps des nombres rationnels Q;

— Le corps des nombres complexes C;

— Pour p un nombre premier, le corps [, dont les éléments sont les

entiers modulo p; autrement dit F, = Z/pZ.

Le corps Q est un sous-corps de R, lequel est un sous-corps de C.

3 Polynoémes, racines et factorisation, division eu-
clidienne et Bezout
Soit K un corps. On note K[z] 'ensemble des polynoémes en la variable =

A coefficients dans K. Un polynome s’écrit P(z) = ap2"+a,_12" 4+ - -+ap,
avec les coefficients a; dans K. Une racine (ou un zéro) de P(x) dans L, ou L



est un sur-corps de K (c’est-a-dire K est un sous-corps de L) est un élément
a de L tel que P(a) =0, ot P(a) = apa™+a,_1a" L +---+ag. Remarquez
que P(z) € K[z] et aussi P(x) € Lx].

Par exemple, 1 est une racine de 22 — 1 dans R, et i (le nombre com-
plexe“racine de -17) est une racine de 22 + 1 dans C.

Le polynome P(z) € Klz| est dit scindé sur K s'il s’écrit P(x) =
an [[;=] (x — a;), ot les a; sont dans K. Notez que ses racines sont alors
les a; et qu’il n’y en a pas d’autres, méme dans un sur-corps. C’est pourquoi
on dit aussi que P a toutes ses racines dans K.

Par exemple, le polynome z? — 1 = (z — 1)(x + 1), ses racines sont
1,—1 € Q et il n’y a pas d’autre racine, que ce soit dans Q, R ou C.

Si dans la factorisation ci-dessus de P(x), plusieurs des «; sont égaux,
on appelle multiplicité de a; le nombre de o; égaux a o.

Par exemple, la racine 1 est de multiplicité 1 dans le polynome z? — 1 €
Q[z] (on dit aussi qu’elle est simple ), alors qu’elle est de multiplicité 3 dans
(x —1)3(z + 3)%

Un théoreme important est le théoréme fondamental de l’algébre : tout
polynéme a coefficients sur C est scindé.

Une propriété importante des polynomes est la suivante ; elle est analogue
au “théoreme fondamental de ’arithmétique”, lequel se formule comme suit :
tout entier n € Z, non nul, a une unique factorisation n = ep; ... pg, ou les
pi sont des nombres premiers et ot € = 1 ou —1 (I'unicité est a 'ordre pres).
Pour les polynomes, le théoreme analogue est : tout polynéme € K[z], non
nul, a une unique factorisation P = e¢P; - - - P, ou € est un scalaire non nul,
et ou les polynomes P; sont unitaires irréductibles; ici, unitaire signifie que
le polynome a un coefficient dominant égal a 1; et irréductible signifie que
c’est un polynome P de degré au moins 1, qu'on ne peut pas factoriser le
polynome comme un produit de deux polyndémes qui sont tous deux de degré
plus petit que P.

Notez que les polynomes de degré 1 sont tous irréductibles.

Une propriété importante des polynomes est la division euclidienne :
si A, B sont dans Klz], avec B # 0, alors il existe @, R € K[z] tels que
A= BQ+ R et deg(R) < deg(B).

On dit que deux polynomes dans K|x] sont premiers entre euz s’ils n’ont
pas de diviseur commun dans K[z] (sauf les polynomes constants). Une autre
dont nous aurons besoin est que si A, B € K[z] n’ont pas de diviseur com-
mun, alors il existe P, Q € K[z] tels que AP+ BQ = 1 (théoréme de Bezout).

Si deux polynomes P,Q € K|z] sont scindés sur K, alors ils n’ont pas
de diviseur commun si et seulement s’ils n’ont pas de racine commune.

Autrement dit, si P(z) = a[[=/(z — a;) et Q(z) = bH;iT(x - B5)
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(a,b,a5,8; € K, a,b # 0), alors P, sont premiers entre eux si et seule-
ment si {o; | i =1,....,n}N{B; | 7 = 1,...,m} = 0. Le cas particulier
dont nous aurons besoin est quand P = a(z — a)*,Q = b(z — )¢ : ils sont
premiers entre eux si et seulement si a # 3).

Exercice 3.1. a) Montrer que si P,Q sont deux polyndmes dans R[x] qui
sont premiers entre eux, alors ils n’ont pas de racine commune dans C (uti-
liser le théoréme de Bezout).

b) Montrer que si P,Q sont deuz polynémes dans Rlz| qui ne sont pas
premiers entre eux, alors ils ont une racine commune dans C (utiliser le
théoréme fondamental de ’algébre).

4 Rappels d’algebre linéaire 1 : espaces vectoriels,
sous-espaces, bases

Dans toutes ces notes K est un corps.

4.1 Les huit axiomes d’un espace vectoriel

Définition 4.1. Un espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) est un
ensemble E qui a deux opérations. La premiére est appelée addition, ou
somme, et la seconde est appelée produit externe (ou multiplication sca-
laire). L’addition associe a deux éléments quelconques z,y de E un élément
de E noté x +vy. Le produit externe associe a un élément a € K et a un
élément x de E un élément de E noté ax. Ces deux opérations jouissent des
propriétés suivantes (appelées axiomes des espaces vectoriels) : quels que

soient les éléments x,y,z de E et les éléments a,b de K, on a :
1. x4+ y=y+x (commutativité) ;
2. (x+y)+2z=(x+y)+ 2z (associativité ;

3. Il existe un élément 0 de E tel que x4+ 0 = x (existence de ’élément
neutre) ;

4. 1l existe un élément 2’ de E tel que x +x' = 0 (existence de l’opposé,
et ce x' est noté —zx) ;

lx =z (le produit externe de 1 € K avec x est égal a ) ;
(a+b)x = ax + bx (distributivité) ;
a(z +y) = ax + ay (distributivité) ;

> RS ™

(ab)x = a(bzx) (associativité).



Les éléments de E sont appelés des vecteurs et les éléments de K sont
appelés des scalaires.

Abus de notation : on utilise la méme notation 0 pour le zéro de I'espace
vectoriel E (appelé le vecteur nul) et pour le zéro de K. S’il y a un risque
de confusion, on peut écrire Og et Ok.

Exemple d’espace vectoriel : K.

4.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 4.2. Un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel V' est un
sous-ensemble E non vide de V qui est fermé sous les deux opérations de
V' ; ce qui signifie que quels que soient les vecteurs u,v dans E et le scalaire
a, onau+v ekl etav dans E.

Pour vérifier la non-vacuité de F, on peut vérifier que 0 € F.
Exercice 4.1. Montrer que {(a,b),b = a®} n'est pas un sous-espace de RZ.

Exercice 4.2. Méme chose pour {(a,b),a,b > 0}.

4.3 Produits d’espaces vectoriels

Le produit des espaces vectoriels E1,. .., E, est le produit cartésien E1 X
-+ x FE, de ces espace vectoriels, avec somme et produit externe définis par

(1, sxn) + (Y1, Yn) = (1 + Y1,y T + Yn),
a(zy,...,zy) = (ax1,...,azy).

Le cas particulier ot F; = K pour tout ¢ est particulierement important :
K™ est un espace vectoriel.

4.4 Combinaisons linéaires et bases

Définition 4.3. Soit E un K-espace vectoriel. Une combinaison linéaire

dans E est une expression de la forme aie1 + ...+ apnen 04 ay,...,a, sont
dans K et e, ..., e, sont dans E. On appelle coefficients de la combinaison
linéaire les éléments ay, ..., any.

Toute combinaison linéaire représente un vecteur de F.

Définition 4.4. Une base d’un espace vectoriel E est une famille ey, ..., e,
de vecteurs dans E telle que tout vecteur dans E est une combinaison linéaire
de ces vecteurs, et ceci de maniére unique.



Théoreme 4.1. Deux bases quelconques de E ont le méme nombre
d’éléments.

Cette cardinalité commune des bases de E s’appelle la dimensionde E. A
strictement parler, nous ne nous occupons ici que des espaces de dimension
finie. Il existe aussi une théorie des espaces de dimension infinie.

Théoréme 4.2. Si des vecteurs vy,...,v, engendrent V (c’est-a-dire, si
tout vecteur dans V' est combinaison linéaire de ces vecteurs), alors il existe
une sous-famille de ces vecteurs qui forme une base de V. En particulier la
dimension de V est < n.

Comme conséquence tres importante, on a que si un espace vectoriel peut
étre engendré par un nombre fini de vecteurs, alors il a une base finie. Il est
vrai aussi que tout espace vectoriel a une base, non nécessairement finie,
mais nous n’irons pas trop dans cette direction.

Théoréme 4.3. Soit V est un espace de dimension finie. Si W est un sous-
espace de V', alors dim(W) < dim(V') et l'inégalité est stricte si W # V.

Il est équivalent de dire que si W est un sous-espace de V', de dimension
finie, et que si dim(W) = dim(V'), alors W = V.

On dit que des vecteurs wvq,...,v, d'un espace vectoriel V sont
linéairement indépendants si pour tous scalaires aq,...,a, tels que ajvi +
-4+ apv, =0,0ona; =...=a, =0.

Théoreme 4.4. Si des vecteurs vi,...,v, d’un espace vectoriel V sont

linéairement indépendants, alors il existe une base de V qui les contient.
En particulier dim(V') > n.

Théoreme 4.5. Soit V un espace vectoriel et vq,...,v, des vecteurs dans
V. Deuzx quelconques des trois conditions suivantes impliquent la troisiéme :
(1) dm(V) =n;
(ii) vy, ..., v, engendrent V ;
(1) vi,. .., v, sont linéairement indépendants.

Notez que (ii) et (iii) signifient que ces vecteurs forment une base de V.
Exercice 4.3. Les vecteurs (1,2),(2,3), (3,4) forment-ils une base de K? ?

Exercice 4.4. Montrer que (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) forment une base de
K3.

Exercice 4.5. Les vecteurs (1,1,1),(1,—1,0),(2,0,1) forment-ils une base
de K3 2



Exercice 4.6. Montrez que les vecteurs (1,—1,0),(0,1,—1),(-1,0,1) € K3
sont linéairement dépendants.

Exercice 4.7. Donnez plusieurs bases de l’espace vectoriel {(a,b,c) €
K3,a+b+c=0}.

Exercice 4.8. Montrer que pour K = R, l’espace vectoriel K3 a pour base
(1,2,0),(0,1,2),(1,1,1).

Exercice 4.9. Montrer que pour K = T3, [l’exercice précédent n’est pas
vrai. Indication : le corps F3 est l’ensemble {0, 1,2} avec 'addition 1+ 1 =
2,1+2=0,24+2=1 et la multiplication par 2 -2 =1, avec les propriétés
uselles pour 0 et 1. Remarque : F3 = 7 /37, et calculer dans F3, c’est calculer
avec les entiers, modulo 3.

Exercice 4.10. On utilise ici la notion de base infinie, et de dimension infi-
nie. Montrer que le K-espace vectoriel K[x] a pour base 1,z,22,,...,2",...;
et aussi pour base 1,1+ x,1+x+22, ..., 1+z+---+2",....

4.5 Sous-espace engendré et rang

Le sous-espace engendré par les vecteurs vi,...,v, est 'ensemble des
combinaisons linéaires de ces vecteurs. On le note Vect(vi,...,v,) ou
<’U1, e ,Q}n>.

Le rang d’un ensemble de vecteurs est par définition la dimension du
sous-espace qu’ils engendrent.

Exercice 4.11. Montrer que Vect(vi,...,v,) = Vect(vi,...,vn—1) si et
seulement si vy, est combinaison linéaire de vi,...,Vn_1.

5 Rappel d’algebre linéaire 1 : applications
linéaires

Définition 5.1. Soient E, F' des espaces vectoriels. Une fonction f : E — F
(c¢’est-a-dire une fonction de E vers F') est appelée une application linéaire
st pour tous vecteurs x,y dans E et tout scalaire a on f(x+y) = f(x)+ f(y)

et flax) = af(x).

Lorsque E = F, on parle d’endomorphisme de E, et on note End(FE)
I’ensemble des endomorphismes de E. Lorsque F' = K, on parle de forme
linéaire sur E.



Définition 5.2. Le noyau d’une application linéaire est l’ensemble des vec-
teurs qu’elle envoie sur 0.

Si f est une application linéaire de E vers F', on note Ker(f) son noyau.

On a donc Ker(f) = {z € E|f(x) = 0} = f~1({0}) = £~1(0).

Proposition 5.1. Une application linéaire est injective st et seulement si
son noyau est (le sous-espace) nul.

Le noyau et I'image d’une application linéaire sont des sous-espaces.

Théoréme 5.1. (théoréme du rang) Soient E, F des espaces vectoriels de
dimensions finies et f : E — F wune application linéaire. On a dim(E) =

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)).

Ce théoreme s’appelle théoreme du rang car on appelle rang de f la
dimension de Im(f). Notation rg(f).

Proposition 5.2. La composée de deux applications linéaires est une ap-
plication linéaire.

Lorsqu’on compose plusieurs fois un endomorphisme f avec lui-méme,
on parle de puissance et on le note f*. On a donc f! = f, f* = f*"Lo fsi
n > 2.

Définition 5.3. Un isomorphisme est une application linéaire bijective. S’il
existe un isomorphisme de E vers F, on dit que E est F' sont isomorphes.

Proposition 5.3. Si f est un isomorphisme, alors la fonction réciproque
=1 est aussi un isomorphisme.

Théoreme 5.2. Si f : E — F est un isomorphisme, alors dim(E) =
dim(F'). Réciproquement, si dim(E) = dim(F’), alors il existe des isomor-
phismes de E vers F'.

Théoréme 5.3. Soit f : E — F une application linéaire et B une base de
E.
(i) f est injective si et seulement si f(B) est linéairement indépendant.
(ii) f est surjective si et seulement si f(B) engendre F.
(i17) f est bijective si et seulement si f(B) est une base de F'.

Définition 5.4. Soit f : E — F une application linéaire, uqy,...,u, une
base de E et v1,...,v, une base de F. La matrice de f dans ces bases est la
matrice M(f) = (a;;) de taille p x n telle que pour tout j =1,...,n, on a

f(uj) = Zi Qi ;.



Si x est un vecteur dans E, avec f(z) =y € F, alors on peut écrire dans
les bases z = Zj ajuj et y = >, Bjv;. Les coeflicients o et §;, qui sont
dans K, sont liés par le produit matriciel

B1 aq
Lo = M(f)

Bp (679

On notera la cohérence de ce produit matriciel : a gauche une colonne,
c’est-a-dire une matrice p X 1, et a droite le produit d’une matrice p X n
par une matrice-colonne n x 1. Ce genre de vérification est souvent utile, et
permet de vérifier les formules.

Dans le cas particulier ou f un endomorphisme de F et ui,...,u, une
base de E, on parle de matrice de f dans cette base : c’est le cas particulier
de la définition précédente ou les deux espaces sont égaux, et ou les deux
bases ont égales. On a donc f(u;) = >, a;ju;.

La matrice d’'un endomorphisme est toujours une matrice carrée. Rap-
pelons que l'ordre d’une matrice carrée est le nombre de ses lignes (= le
nombre de ses colonnes).

Proposition 5.4. Soient f,g des endomorphismes de E ; alors on a :
M(gof)=M(g)M(f), M(f™) = M(f)". La fonction f — M(f) est un iso-
morphisme de ’espace des endomorphismes de E vers l’espace des matrices
carrées d’ordre dim(E).

Rappelons que la somme et le produit externe de ’espace des endomor-
phismes de E sont définis pat (f + g)(z) = f(x) + g(x) et (af)(z) = af(x).

Théoréme 5.4. Soit f un endomorphisme de E, avec dim(E) < co. Alors
[ est un isomorphisme < f est injectif < f est surjectif < M(f) est une
matrice inversible.

Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphisme. Pour un au-
tomorphisme f, on définit la puissance f™ pour n € Z.

Concluons cette section avec les changements de bases. Soient f un en-
domorphisme de E, U = (uq,...,uy), V = (v1,...,v,) des bases de E. Soit
My la matrice de f dans la base U et de méme pour My . On appelle matrice
de passage de U a V la matrice Pyy = (bi;) la matrice n x n définie par

Vj = E b”uz
)
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Autrement dit la j-éme colonne de Py comporte les coefficients de la com-
binaion linéaire de uq,...,u, qui représente v;.
Alors Py est 'inverse de la matrice Py . De plus

My = PyyMyPyy = P(;,%/MUPUJ/-

La classe de conjugaison d’une matrice carrée M d’ordre k est I’ensemble
des matrices de la formePMP~!, P carrée d’ordre n et inversible.

Corollaire 5.1. L’ensemble des matrices d’un endomorphisme f : E — E
dans les bases de E forme une classe de conjugaison .

Exercice 5.1. Montrer que (a,b,c,d) — (a,b,c) de K* dans K® est une
application linéaire.

Exercice 5.2. Montrer que x — x+1 de K dans lui-méme n’est pas linéaire.
Exercice 5.3. Méme chose avec x — 22, sauf si 1 +1 =0 dans K.

Exercice 5.4. L’application linéaire de l’exercice 5.1 est-elle injective ¢ sur-
jective ? quel est son rang ¢

Exercice 5.5. Soit f(a,b,c,d) = (a + b,b), f : K* — K2. Déterminer le
noyau, l'image et le rang de f.

Exercice 5.6. Montrer que (a,b,c,d) — (d,a,c,b) est un isomorphisme de
K* dans lui-méme.

Exercice 5.7. Soit f I’endomorphisme de K? tel que f(z,y) = (ax+by, cx+
dy. Quelle est sa matrice dans la base e; = (1,0), ea = (0,1). A quelle
condition f est-il un isomorphisme ¢

Exercice 5.8. Soit f(x,y) = (2x,y) l’endomorphisme de K2. Déterminer
sa matrice dans la base de l'exercice 5.7. Puis dans la base (2,1),(1,1).

Exercice 5.9. Soit f l’endomorphisme de K? telle que f(x,y) = (x +y,y).
Calculer f".

Exercice 5.10. Méme chose avec f(z,y) = (y,0).

Exercice 5.11. Calculer le noyau et l'image de ’endomorphime de l’exer-
cice 5.10
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6 Rappel d’algebre linéaire 1 : déterminants

6.1 Développement de Laplace

Soit A = (aij)i<i j<n une matrice n x n sur K. Le ij-mineur de cette
matrice (ou par abus, le mineur de a;;) est le déterminant de la matrice
(n — 1) x (n — 1) obtenue en supprimant dans A la i-eme ligne et la j-
eme colonne; cette matrice est notée A%. Le mineur en question est donc
det(AY).

Le développement de Laplace du déterminant selon la ligne i est

det(A) = Z (—1)"a;; det(AY).

1<j<n
Le développement de Laplace du déterminant selon la colonne j est

det(A) = Y (1) ay; det(AY).

1<i<n
6.2 Produit et matrices par blocs
Théoréme 6.1. det(AB) = det(A) det(B).
Corollaire 6.1. Deux matrices carrées conjuguées ont méme déterminant.

Théoreme 6.2. Si la matrice carrée A a une décomposition par blocs

A= /(1)1 f ], ot A1, As sont des matrices carrées, alors det(A) =
2
det(A;) det(As).

6.3 Matrice adjointe

On appelle ij-cofacteur de A (ou par abus, cofacteur de a;;) le terme
(—1)"7 det(A%).

La matrice adjointe de A, ou comatrice, est la matrice

adj(A) = ((=1)"*7 det(A”))1<ij<n
Attention a la transposition : en position ij, on met le cofacteur de a;;.
Théoréme 6.3. Aadj(A) = adj(A)A = det(A)I,.

Théoréeme 6.4. A inversible < det(A) # 0. Dans ce cas A~' =

Ttl( 1 adj(A).
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6.4 Rang

Le rang d’une matrice (rectangulaire )A est par définition le plus grand
r tel que A ait une sous-matrice de taille r X r de déterminant non nul.

Théoréeme 6.5. Le rang d’une matrice est égal au rang de ses vecteurs
colonnes, au rang de ses vecteurs lignes, au rang de toute application linéaire
dont elle est la matrice, et au nombre de lignes non nulles de sa matrice
réduite échelonnée.

Exercice 6.1. (questions de cours de cegep-algébre linéaire 1) Compléter
chaque phrase :

— Si dans M, deuz lignes sont égales, alors det(M) = .. ..

— Si dans M, une ligne est combinaison linéaire des autres lignes, alors

det(M) =....

— Si dans M on échange deux lignes, alors son déterminant est .. ..

— St M est carrée d’ordre n et a € K, alors det(aM) = .. ..

— Le déterminant de ’inverse de M est .. ..

— Le déterminant de la transposée de M est .. ..

— Le déterminant d’une matrice triangulaire est . . ..

. , . . . b
Exercice 6.2. Calculer le déterminant des matrices suivantes : [ @ },

—b a
a b c 1 1 1
b ¢ a |, a b ¢
c a b a®> v &2

d

Exercice 6.3. Calculer l'inverse de la matrice [ CCL b ]

Exercice 6.4. Soient A, B des matrices de taille n X p et p x n. Montrer
que Tr(AB) = Tr(BA).

0 a b ¢

. . . . a 0 ¢ b
Exercice 6.5. Calculer le déterminant de la matrice b e 0 a
c b a O

Exercice 6.6. Soit M la matrice carrée ayant la décomposition par

blocs M = [0 A

c B ], ou A,C sont des matrices carrées. Quel est son

déterminant ?
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7 Intersection et somme directe de sous-espaces

7.1 Intersection

Théoreme 7.1. Soit £ un ensemble de sous-espaces d’un espace vectoriel
V. Alors leur intersection (\gee E est un sous-espace de V.

La preuve est tout-a-fait analogue au cas de deux sous-espaces (voir [1]).

Corollaire 7.1. Soient v1,...,v, des vecteurs dans V. Alors le sous-espace
Vect(vy,...,vy,) engendré par ces vecteurs est égal a lintersection de tous
les sous-espaces de V' qui contiennent ces vecteurs. C’est aussi le plus petit
sous-espace qui contient ces vecteurs.

Autrement dit, soit £ 'ensemble des sous-espaces E de V tels que
V1,...,V, € E. Alors (pee E est le sous-espace engendré par vy, ..., vy,

Démonstration. 1. L’intersection [\pce E est un sous-espace qui contient

v1,...,Un. Elle contient donc toutes les combinaisons linéaires de ces vec-
teurs, donc contient Vect(vy,...,vp).

2. Réciproquement, celui-ci est un sous-espace qui contient vi,...,v,.
Donc l'intersection est contenue dans Vect(vy, ..., v,). O

7.2 Somme

Définition 7.1. Soit £ un ensemble de sous-espaces d’un espace vectoriel
V. La somme de ces sous-espaces est l'intersection de tous les sous-espaces
qui les contiennent tous.

D’apres le théoreme 7.1, la somme des E € £ est un sous-espace de V.
Lorsque ces sous-espaces sont en nombre fini, disons F1, ..., E,, on note
aussi Bq + - - - + E, leur somme.

Proposition 7.1. Soient E1, ..., E, des sous-espaces de V. On a E1+-- -+
E,={vi+ - +uv,,vm € Eq,...,u, € Ep}.

Démonstration. On vérifie sans peine que le membre droit est un sous-espace
vectoriel F'. Il contient chaque E;. Par conséquent Fy + --- 4+ E,, C F', par
définition de la somme. Réciproquement, si v € F, alors v =) . v;, v; € Ej;
si W est un sous-espace qui sontient tous les Fj;, alors v € W ; par suite F' est
contenu dans 'intersection de tous ces W, donc F C E1+---+ FE, C F. [
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Définition 7.2. Soient En,...E, des sous-espaces de V. On dit que la
somme des sous-espaces est directe si quels que soient les vecteurs vy €
Ei,...,vn € E,, onavi+...4+v, =0 seulement si chaque v; =0".

Exemple 7.1. Soient {(a,b,0),a,b € K} et {0,¢,d),c,d € K}, qui sont
deux sous-espaces de K3. Leur somme n’est pas directe.

Proposition 7.2. La somme E1+ FEy est directe si et seulement si E1NEy =
0.

Attention : la généralisation de cette proposition a plus de deux sous-
espaces n’est pas que les sous-espaces soient deux a deux d’intersection nulle ;
cette derniére condition est insuffisante. Voir ’exercice 7.4.

Démonstration. Si la somme est directe, soit z € Eq1 N Ey. Notons que x +
(—z) = 0; comme = € Ey et —x € Ey, la définition de somme directe
implque que £ = 0 = —x. Donc F1 N Ey = 0.

Réciproquement, si cette intersection est nulle, soit x; € E; tels que
r1 + x9 = 0. Alors 1 = —x9 € Es, donc 1 € E1 N Ey, et par suite x1 =0
et enfin z9 = 0. ]

Notons la terminologie : on dit que deux sous-espaces E1, Fy de V sont
supplémentaires si leur somme est directe et si cette somme est égale a V.

Proposition 7.3. Soient En,...E, des sous-espaces de V et soit B; une
base de E;. La somme E = E1 + ---+ E,, est directe si et seulement si les
bases B; sont disjointes et si B U...U B,, est une base de E.

Une telle base de V' s’appelle une base adaptée a la somme directe Ey +
-+ F,.

Démonstration. 11 est clair que la réunion des B; engendre la somme des
sous-espaces F;.

Supposons que la somme soit directe. Alors les bases doivent étre dis-
jointes (sinon il existe ¢ # j et un vecteur v non nul dans E; N Ej, et
ce vecteur a deux écritures distinctes comme somme de vecteurs dans FE;
contradiction). De plus, les vecteurs dans By U ... U B,, sont linéairement
indépendants : en effet, un relation de dépendance linéaire entre ces vecteurs
se réécrit, a cause de la définition 7.2, en n relations de dépendance linéaire
entre les vecteurs de chaque B;; les coeflicients sont donc tous nuls.

1. On appelle souvent ce type de somme directe une somme directe interne , le mot
“interne” indiquant que les espaces qu’on additionne sont tous sous-espaces d’'un méme
espace.
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Réciproquement, supposons que By U...U B, est une base de la somme
des sous-espaces; si ), v; = 0, avec v; € E;, alors écrivons chaque v; comme
combinaison linéaire de v; ; nous obtenons alors une relation de dépendance
linéaire des vecteurs de U; B;, laquelle doit avoir tous ses coeflicients nuls, et
donc chaque v; = 0. La somme est donc directe. ]

Corollaire 7.2. On suppose que V est de dimension finie. La somme des
sous-espaces E1, ... E, est directe si et seulement si dim(E; + -+ + E,) =
dim(Ey) + -+ + dim(E,,).

Exercice 7.1. Soient F1, ... E,, F,... F, des sous-espaces de l’espace vec-
toriel V tels que V' est la somme directe de En, ... E,, et aussi de Fy, ..., F,.
On suppose que E; C F; pour tout i. Montrer que F; = F; pour tout 1.

7.3 Sous-espace stables, somme directe et restriction

On dit qu’un sous-espace W est stable sous 'endomorphisme f si f(W) C
w.

Définition 7.3. Soit f un endomorphisme de V' et W un sous-espace stable
sous f. Larestriction de f a W est l’endomorphisme de W, noté f|W, défini
par (fIW)(w) = f(w) pour tout w dans W.

On a donc f|W € End(W).

Proposition 7.4. Soit f un endomorphisme de V , et supposons que V soit
somme directe des sous-espaces Ey,. .., Ey,. Soit B une base adaptée a cette
somme directe. Supposons aussi que chaque E; soit stable sous f. Alors la
matrice de f dans cette base a la forme diagonale par blocs

My 0 - 0
0 My --- 0
: : . : ’ (1)
0 0o - M,

ou M; est la matrice, dans la base B;, de la restriction de f a E;.

Une matrice de cette forme est appelée somme diagonale des matrices
My, ..., M,. Attention : une somme diagonale de matrices n’est pas une
somme de matrices au sens usuel. Du reste, on ne pourrait pas additionner
des matrices carrées de taille différentes, mais on peut toujours faire leur
somme diagonale.
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Démonstration. Prouvons-le dans un cas particulier. Supposons que V' soit
de dimension 4, et somme directe de E; et Fy. Supposons que Fj ait pour
base e1,es et Ey ait pour base eg, es. Alors ey, es, e3,eq4 est une base de V.
On a par hypothese f(e1) = aey + bea, f(e2) = ceq + des. Donc les deux

a
N . . b
premieres colonnes de la matrice de f dans la base ci-dessus sont 0 et

0
c
d . . .
0| En raisonnant de méme avec eg et e4, on trouve que la matrice de
0
a b 0 0
c d 0 0 . .
f est de la forme 00 e g]| qui est une somme diagonale de deux
0 0 h 14
matrices carrées. O

Proposition 7.5. Soit g, f des endomorphismes de V., W un sous-espace
stable sous f et g, et a un scalaire. Alors W est stable sous af, f+g,gof, f™.
De plus, (af)IW = a(f[W), (f + g)IW = fIW +g|[W, (go /)W = (g]W) o
(W) et (fIW)" = f"W.

Démonstration. O

Exercice 7.2. Soient v; € V, i = 1,...,n. Soit Kv; = {av;,a € K};
montrer que ceci est le sous-espace engendré par v;. Montrer que Kvy+-- -+
Kuv, est le sous-espace engendré par vy, . ..,v,. Montrer que cette somme est
directe si et seulement si les v; sont linéairement indépendants.

Exercice 7.3. Soit V un espace vectoriel et p: V — V un endomorphsime
idempotent, c’est-a-dire p?> = p. Montrer que V est somme directe de Ker(p)
et de Im(p).

Exercice 7.4. Soient Ei,...E, des sous-espaces de V. Montrer que la
somme de ces sous-espaces est directe si et seulement si quel que soit
i=1,....,.n—1,ona(E1+---+E)NE4; =0.

Exercice 7.5. Montrer que si Fq,...,E} sont des sous-espaces de V' tels
que la somme Vi + - -+ 4+ Vi_1 est directe (égale a E disons), et si la somme
E + Ej est directe, alors la somme E1 + -- -+ Ei est directe.
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Exercice 7.6. Soient W1,..., W), des sous-espaces de V' dont la somme W
est directe. Montrer que la dimension de W est la somme des dimensions

des W;.

Exercice 7.7. Enoncer et démontrer une réciproque de la proposition 7.4.

8 Base du produit d’espaces vectoriels

Théoréme 8.1. Soient E1, ..., E, des espaces vectoriels sur K. Soit B; une
base de E;. Alors E1 x --- X Ey, a pour base | J;<;<,, Bi, ot Bl =0x---x0x
B; x0x ---x0 (le B; en position i). En particulier, dim(F; x --- x E,) =
Zlgign dim(B;).

Exemple 8.1. Si X a pour base x1,xs,..., et Y a pour base y1,y2, ..., alors
X XY a pour base les vecteurs (x1,0), (z2,0),...,(0,y1), (0,42),. ...

Démonstration. O

Exercice 8.1. Soient deux sous-espaces vectoriels V- et W d’un espace vec-
toriel E de dimension finie, et ¢ : VxW — E, (v,w) — v+w. Montrer que
p est une application linéaire, que son image est la somme V+W et que son
noyau est Ker(¢) = {(h, —h),h € VW }. Montrer que Ker(yp) et VW sont
isomorphes. En déduire que dim(V)+dim(W) = dim(V+W)+dim(VNW).

9 Polynéme caractéristique

9.1 Substitution d’une matrice ou d’'un endomorphisme dans
un polynéme

Si P est un polynéme, P = a,a" + --- + a1z + a9 € K[z], M est une
matrice carrée d’ordre k sur K, et f un endomorphisme du K-espace vectoriel
V', on définit

P(M)=a,M"+---+ a1 M+ aol,

qui est une matrice carrée de méme taille que M, et on définit aussi
P(f) :Gn$n+"'+a1$+aoidv

(ot les puissances de f sont ses puissance pour la composition, f? = fo f
etc...), qui est un endomorphisme de V.
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Proposition 9.1. 1. Soit M une matrice carrée d’ordre k sur K. La fonction
Kx] = M (K), P(z) — P(M), est une application linéaire qui préserve la
multiplication (c’est-a-dire VP, Q € K[z], (PQ)(M) = P(M)Q(M)).

2. Soit f € End(V). La fonction K[z] — End(V), P(z) — P(f), est
une application linéaire qui transforme la multiplication des polyndémes en
la composition des endomorphismes.

Cette derniere propriété signifie que si P, sont des polyndmes, alors

(PQ)(f) = P(f) o Q(f)-

Démonstration. 1. On prend P = Y, a;2%,Q = > bjrl € K[z] et a € K.
On a (P + QM) = (Sy{ai + b)a) (M) = X, (a; + b)M' = ¥, a; M —
YoM = PM) + Q(M). De plus, (aP)(M) = >, aaz’)(M) =
¥, aa,M! = a3, M’ = aP(M). Enfin (PQ)(M) = (X, aibja*)(M) =
> by M = (32, a,M) (S, b, M) = P(M)Q(M).

2. On utilise la proposition 5.4, qui implique que si M est la matrice de
f dans une base, alors P(M) est la matrice de P(f) dans cette base. O

Corollaire 9.1. Les matrices (resp. les endomorphismes) de la forme P(M)
(resp. P(f)), P € K[z]|, commutent entre elles (resp. euz) pour la multipli-
cation (resp. la composition).

Exercice 9.1. a) On suppose qu’on a une matrice carrée M satisfaisant
M? = 0. Montrer que les matrices I — M et I + M sont inverses l'une de
Vautre. Indication : utiliser Uidentité (1—x)(1+2) = 1—x? et la proposition
9.1.

b) Quel est I’énoncé analogue pour les endomorphismes ¢

c) Comment peut-on généraliser a) si on a M™ =0 %

9.2 Polynome caractéristique

Définition 9.1. Le polynome caractéristique d’une matrice carrée M
d’ordre n est det(xI, — M) € K[z].

Théoréme 9.1. (Cayley-Hamilton) Soit P(x) le polynéme caractéristique
de M. On a P(M) = 0.

Ecrivons P(z) = ana"” + ap_12" ' + -+ + a1z + ag. Alors P(M) =
anM™ + an_anil + -4+ a1 M + apl,.

Voir I'exercice 9.6 pour la détermination de certains coefficients du po-
lynéme caractéristique ; en particulier, son coefficient dominant a,, vaut 1.
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a b

Exemple 9.1. n = 2, M = [ e d

},P(m) = 2> — (a+d)z + ad —

2
2 a b _ a b
be = x Tr(M)z + det(M). Donc [c d} (a—l—d)[c d} +
ad — be 0

0 ad — be ] =0, ce qu’on peut vérifier directement.

Lemme 9.1. Si une matrice carrée d’ordre h a des coefficients qui sont des
polynomes de degré < 1, alors son déterminant est un polynome de degré
< h.

Démonstration. Ca se démontre par une récurrence évidente, en utilisant le
développement de Laplace. ]

Preuve du théoréme 9.1. Soit N = zl, — M et A la matrice adjointe de
N. Alors par le lemme chaque coefficient de A est de degré au plus n — 1.
D’apres le théoreme 6.3, on a NA = P(x)I,, ou P(z) = det(NN), le polynoéme
caractéristique de M. On peut écrire A = A,_12" ' + - + A1z + Ay, ot
les matrices A; sont carrées d’ordre n et a coefficients dans K.

On a donc (zI, — M)>, At = P(2)I, = (apa™ + ap_12™ 1+ - +
a1z + ag)I,. On en déduit les équations, par identification des monoémes en
T

Ap_1 = anly
Ap o —MA, 1 = apnly
A() — MA1 = alfn

—MAO = aoln

On en déduit
P(M) = a,M"™ + ap M"™ + -+ ay M + agl,
= Mn(anln) + Mn_l(an—ljn> +---+ M(aljn) + aoly
=M"A,_1 + Mnil(An_Q — MAn_l) + -4 M(Ao — MAl) — MAy
=M"A,_1+ MnflAn_Q —M"A,_ 1+ -+ MAy — M2A1 — MAy=0.
L]

Définition 9.2. Le polyndéme caractéristique d’un endomorphisme de V' est
le polynéme caractéristique de sa matrice dans une base de V.

Ceci est bien défini car on a la
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Proposition 9.2. Si deux matrices carrées A, B sont conjuguées, elles ont
le méme polynome caractéristique.

Démonstration. On a B = P~YAP. Alors xI — B = P~ (2] — A)P. On
prend les déterminants, on utilise la formule du produit, en remarquant que
det(P~1) = det(P)~!, et on en déduit le résultat. O

Corollaire 9.2. Soit P(x) le polynome caractéristique d’un endomorphisme.
Alors P(f) = 0.

Ici P(f) est 'endomorphisme f™ + a,_1f" ' +---+ a1 f + agid.

Démonstration. On choisit une base, et soit M la matrice de f dans cette
base. Soit P(x) = det(xl, — M). Alors P(z) est le polynéme caractéristique
a la fois de M et de f. De plus, P(M) est la matrice de P(f) dans cette

base (proposition 5.4) ; comme P(M) =0, on P(f) =0. O
Exercice 9.2. Calculer le polynome caractéristique de la matrice
2 -1 2
10 =5 7
4 =2 2

Exercice 9.3. On suppose que M est la matrice (1). Montrer que son po-
lynome caractéristique est le produit des polynomes caractéristiques des M;.

Exercice 9.4. Montrer que si A, B sont des matrices carrées, alors AB et
BA ont le méme polynéme caractéristique. Indication : supposer B inver-
sible.

Exercice 9.5. * Soit f € End(V'). On dit que V est irréductible sous I’action
de f si V ne posséde pas de sous-espace stable sous f, saufV et {0} (ces deux
sous-espaces sont toujours trivialement stables). Montrer que si le polynome
caractéristique de f est irréductible, alors V' est irréductible sous l’action de

f.

Exercice 9.6. * Montrer que le polynéme caractéristique de M, matrice
n x n, est de la forme " — Tr(M)z" ! + - + (=1)"det(M). Utiliser le
développement de Laplace et le lemme 9.1.

Exercice 9.7. * Une preuve fausse classique du théoreme de Cayley-
Hamilton est comme suit : la substitution de x par M dans le polynome
caractéristique det(xI,—M) est égale a det(MI,,—M), donc a det(M—M) =
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det(0) = 0. Montrer que la méme “preuve” démontre que si on pose
Q(z) = Tr(zl, — M), alors Q(M) = 0 (on peut aussi remplacer Tr par
une autre fonction des matrices vers les scalaires). Puis vérifier que cette
derniére identité n’est pas vraie.

10 Valeurs, vecteurs et sous-espaces propres

Définition 10.1. Soit f un endomorphisme de l’espace vectoriel V sur K.
On dit que A € K est une valeur propre de f s’il existe un vecteur v non nul
dans V tel que f(v) = Av. Un tel vecteur est alors appelé vecteur propre, et
on dit qu’il est associé a la valeur propre A.

Définition 10.2. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Soit f l’endomor-
phisme de 'espace vectoriel des colonnes V- = M,1(K) dont A est la matrice.
Autrement dit, si v € V, alors f(v) = Av. Les valeurs propres (resp. vec-
teurs propres) de A sont les valeurs propres (resp. vecteurs propres) de f.

Remarquez qu’un vecteur propre est, par définition, toujours non nul.

Proposition 10.1. Un endomorphisme de V a la valeur propre A\ si et
seulement si f — Aid n’est pas un automorphisme de V.

Démonstration. Si A est une valeur propre de f, alors il existe v non nul
tel que f(v) = Av. Donc (f — Aid)(v) = 0. Donc f — Aid n’est pas un
automorphisme de V', car non injectif (proposition 5.1).

Réciproquement, si f — Aid n’est pas un automorphisme de V', alors
f—Aid n’est pas injectif (proposition 5.1). Donc Ker(f —\id) # 0. Il existe
donc v # 0 dans V tel que (f — Aid)(v) = 0. C’est-a-dire : f(v) = Av. Donc
A est une valeur propre de f. O

Le déterminant d’un endomorphisme de V est par définition le
déterminant de sa matrice dans une base de V. Ceci est bien défini, car
si on change de base, alors on conjugue la matrice (corollaire 9.2), et par
suite le déterminant reste le méme.

Il découle des théoremes 5.4 et 6.4 qu'un endomorphisme est un auto-
morphisme si et seulement si son déterminant est non nul. On obtient donc
le

Corollaire 10.1. Un endomorphisme a la valeur propre A si et seulement
sile déterminant de f — A\id est nul.

Corollaire 10.2. Les valeurs propres d’une matrice (resp. d’un endomor-
phisme) sont les racines du polynome caractéristique.
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Définition 10.3. Soit A une valeur propre de l’endomorphisme f de V. Le
sous-espace propre associé a A est Ker(f — A\Id).

Autrement dit, c’est 'ensemble des v € V' tels que f(v) = Av. Ce sous-
espace n’est jamais nul, A étant supposé étre une valeur propre. Remarquez
que si 0 est une valeur propre de f (c’est-a-dire, f est non injectif), alors le
sous-espace propre associé est le noyau de f.

Exemple 10.1. Soit f(x,y) = (z,2y). La matrice de cet endomorphisme de
. 1 . L
K? dans la base canonique est 0 (2) } Son polynome caractéristique est

(x —1)(z —2) et les valeurs propres sont donc 1,2. Les sous-espaces propres
associés sont Key et Keo. L’espace a une base constitué de vecteurs propres,
donc f est diagonalisable (voir plus loin pour la définition).

Exemple 10.2. Cette fois, f(z,y) = (z + y,y). La matrice est [ (1) i }

Son polynéme caractéristique est (x —1)%. L unique valeur propre est 1, et le
sous-espace propre associé est le noyau de l’endomorphisme (z,y) — (y,0),
c’est-a-dire Kej.

Exemple 10.3. Soit C vu comme un espace vectoriel sur R. 1l est de dimen-
sion 2, avec base 1 eti. Soit f 'endomorphisme de C défini par f(z) = iz. Sa

1 0
est 2 41, il n’y a pas de valeurs propres (sur R).

matrice dans la base ci-dessus est [ } . Son polynéme caractéristique

Proposition 10.2. La somme des sous-espaces propres d’un endomor-
phisme est une somme directe.

Nous prouvons cette proposition plus loin, apres quelques préparations.

Lemme 10.1. Soient Py, ..., Py des polynomes premiers entre eux deux a
deuzx, et P leur produit. Soit f un endomorphisme de V. Alors Ker(P(f))
est la somme directe des sous-espaces Ker(P;(f)), i =1,...,k.

Démonstration. 1. Cas k = 2. On suppose donc P = P, P,. Par le théoreme
de Bezout, il existe des polynémes @1, Q2 tels que P1Q1 + Po@Q2 = 1. On
note P;(f) = ¢i, Qi(f) = h;. Alors g1ohy+goohy = idy . Soit v € Ker(P(f)).
Alors v =id(v) = (g1 0 h1 + g2 © h2)(v) = g1 0 hi(v) + g2 © ha(v) = ug + uq,
ou 'on pose ug = g1 0 hi(v) et up = ga o ha(v). On a ga(uz) = g2 o g1 0 hi(v).
D’apres le corollaire 9.1, les endomorphismes gs, g2, h1 commutent entre eux ;
donc go(uz) = h1(g20g1(v)). De plus, P = P, P, donc par la proposition 9.1,
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P(f) = g20¢1, et par suite googi(v) = 0. Donc ga(uz) = 0 et uy € Ker(gs) =
Ker(P»(f)). De maniere analogue, u; € Ker(P;(f)). Comme v = uj + ua, on
a prouvé que Ker(P(f)) est la somme des sous-espaces Ker(P;(f)), 1 =1, 2.

Reste & montrer que la somme est directe : prenons v € Ker(Pi(f)) N
Ker(Py(f)) = Ker(g1) N Ker(g2). On a Q1 P1 + Q2P> = 1, donc par la pro-
position 9.1, v = hy 0 g1(v) + ha 0 g2(v) =0+ 0= 0.

2. Cas général : récurrence sur k. Supposons donc k > 3 est le résultat
prouvé pour k—1 polynéomes P—1,...,P;,_1. Posons Q = P, --- P,_1. Par le
cas k = 2, Ker(P(f)) est la somme directe de Ker(Q(f)) et de Ker(Py(f)).
Par hypothese de récurrence, Ker(Q(f)) est la somme directe des Ker(P;(f)),
i =1,...,k — 1. Donc, par 'exercice 7.5, Ker(P(f)) est la somme directe
des Ker(P;(f)),i=1,...,k. O

Preuve de la proposition 10.2. On applique le lemme aux polynémes x — A,
A valeur propre de 'endomorphisme : ces polynomes sont premiers entre eux
deux a deux.

Donc le noyau de [],(f — Aid) (ou le produit est sur toutes les valeurs
propres de f) est égal & la somme directe des noyaux des f—\id, c’est-a-dire,
des sous-espaces propres de f. ]

Exercice 10.1. Montrer que f est un automorphisme si et seulement si 0
n’est pas vecteur propre de f.

Exercice 10.2. Montrer que si f est un automorphisme et A\ une valeur
propre de f, alors \™1 est une valeur propre de f~'. Comparer les vecteurs
propres de f et f~1.

Exercice 10.3. Si A est une valeur propre de f, et P(x) un polyndéme,

montrer que P(X) est une valeur propre de P(f) (commencer par P(x) =

Exercice 10.4. soit f un endomorphisme de V, v un vecteur non nul et D
le sous-espace D = Vect(v). Montrer que D est stable sous f si et seulement
st v est un vecteur propre de f.

11 Diagonalisation

Définition 11.1. Un endomorphisme de V est diagonalisable si V' a une
base constituée de vecteurs propres de f.
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Proposition 11.1. Un endomorphisme f de V est diagonalisable si et seule-
ment st V a une base ou la matrice de f est diagonale.

Démonstration. C’est direct, en utilisant la définition de la matrice d’un
endomorphisme. O

Corollaire 11.1. f est diagonalisable si seulement sa matrice est conjuguée
a une matrice diagonale.

Démonstration. Si f est diagonalisable, on utilise le corollaire 5.1.
Réciproquement, si la matrice de f dans une base est conjuguée a une ma-
trice diagonale, alors par la section 5 (matrice de changement de base), il
existe une base ou la matrice de f est diagonale; donc f est diagonalisable
par la proposition précédente. ]

Par définition, une matrice est dite diagonalisable si elle est conjuguée
a une matrice diagonale. De maniere équivalente (par le corollaire), I'endo-
morphisme qu’elle représente est diagonalisable.

Proposition 11.2. Un endomorphisme de V est diagonalisable si et seule-
ment si la somme de ses sous-espaces propres est V.

Démonstration. Si f est diagonalisable, V' a une base constitué de vecteurs
propres. Tout vecteur v est combinaison linéaire de ces vecteurs. Comme
toute combinaison linéaire de vecteurs propres correspondant a la valeur
propre A est un vecteur propre pour A, qui est dans Ker(f — Aid), on en
déduit que v est dans la somme des Ker(f — \id), les sous-espaces propres
de f.

Réciproquement, si V' est somme des sous-espaces propres, c’est une
somme directe (proposition 10.2). Une base de V adaptée a cette somme
directe nous fournit donc une base de vecteurs propres de f. ]

Théoréme 11.1. Si le polynome caractéristique de f est égal a P(x) =
[Ticicn(® —Ni), avec A1, ..., A\, distincts, alors f est diagonalisable.

La réciproque du théoreme n’est pas vraie cependant, comme le montre
I’endomorphisme identité.

On peut exprimer I’hypotheése du théoreme de la maniére suivante : le
polynome caractéristique de f est scindé et n’a que des racines simples.

Démonstration. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, P(f) = 0. Donc
V = Ker(P(f)).

D’apres le lemme 10.1, Ker(P(f)) est somme des Ker(f — A;id), et on
applique la proposition 11.2. ]
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Exercice 11.1. On suppose que dans la base vi,...,v, la matrice de f
est diagonale. Indiquer quelles sont les valeurs propres, et les sous-espaces
propres de f.

Exercice 11.2. Pour l’endomorphisme dont la matrice est donnée en l’exer-
cice 9.2, calculer les valeurs propres et les sous-espaces propres. Est-il dia-
gonalisable ?

Exercice 11.3. Montrer qu’un endomorphisme idempotent est diagonali-
sable (voir ezercice 7.3).

0 01
Exercice 11.4. Calculer les valeurs propre de la matrice | 0 0 1
L0 0 0 |
Montrer qu’elle n’est pas diagonalisable.
(1 0 1]
Exercice 11.5. Calculer les valeurs propre de la matrice | 0 2 0
01 3

Montrer qu’elle est diagonalisable.

Exercice 11.6. On considére un endomorphisme f dont la matrice dans la
base v1,...,v, est diagonale, avec des éléments diagonaux \; distincts. Soit
g un endomorphisme qui commute avec f. Montrer que f(g(v;)) = Xig(v;).
En déduire qu’il existe a; € K tel que g(v;) = a;v; et que g est diagonalisable.
Indication : le sous-espace propre de f pour \; est de dimension 1.

Exercice 11.7. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, f un endo-
morphisme de V, A l'ensemble des valeurs propres de f, et pour A € A, ny
la dimension du sous-espace propre de V. Montrer que f est diagonalisable
si et seulement si )\ oy ny = dim(V). Indication : utiliser le corollaire 7.2.

12 Polynéme minimal

Définition 12.1. Le polynoéme minimal d’une matrice carrée M (resp. d’un
endomorphisme f) est le polynome unitaire P(x) = 2™ + ap_12" 1 + -+ +
a1r + ap € K[x], de degré n minimum, tel que P(M) = M™ + a;M"™ 1 +
vt arM +apl =0) (resp. P(f) = f"+a1f" 1+ +af+aid=0).

Le polynome minimal est unique : car si P(z) = 2" + -+ et Q(x) =
2™ + -+ sont deux polynomes distincts tels que P(M) = Q(M) = 0, on
trouve que (P — Q)(M) =0, P — @ # 0, et on en déduit un polynoéme de
degré plus petit.
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Le polynome minimal existe, car le polyndéme caractéristique, disons
P(x), est un polynoéme unitaire et le théoreme de Cayley-Hamilton nous
assure que P(f) =0.

Remarquons aussi que si un polynéme non nul @ satisfait Q(f) = 0 (ou
Q(M) = 0), alors deg(Q) est > au degré du polynéme minimal (diviser @
par son coefficient dominant).

Exemple 12.1. Le polynome minimal de la matrice identité est x —1. Celui

de la matrice [ (1) g ] est (x — 1)(xz — 2). Celui de la matrice [ é 1 } est

(x—1)2. On vérifie en effet pour ces deuz matrices que le polynéme minimal
ne peut étre de degré 1 (donc de la forme z — a,a € K).

Proposition 12.1. Le polynéme minimal divise le polyndome caractéristique.

Démonstration. Soit A le polynéme caractéristique et B le polynoéme mini-
mal. On fait la division euclidienne du premier par le second : A = BQ + R,
ot deg(R) < deg(B). On a alors, par la proposition 9.1, le théoreme 9.1, et
par définition du polynéme minimal : 0 = A(f) = B(f)Q(f) + R(f) = R(f)
et on doit avoir R = 0 par minimalité du degré du polynéme minimal. [J

La méme preuve démontre le

Corollaire 12.1. Si M est une matrice (resp. si f est un endomorphisme)
et A(z) un polynome telle que A(M) =0 (resp. tel que A(f) =0), alors A
est un multiple du polynome minimal de M (resp. de f).

Ce corollaire permet de calculer le polynome minimal de f, connaissant
un tel polynéme A(z). En effet, le polynome minimal sera forcément un
diviseur de A(z), et comme le polynéme minimal est unitaire, il n’y a qu’un
nombre fini de diviseurs. Pour montrer que A est le polynéme minimal, il
suffit de vérifier que pour tout diviseur unitaire B de A, de degré strictement
plus petit que A, on a B(f) # 0.

Par exemple (sur le corps des réels) : si on sait que f3 = id, le polynome
minimal est un diviseur de 23 — 1. On a 2% — 1 = (z — 1)(2®> + = + 1)
(factorisation en polynomes irréductibles dans R[z]). Le polynéme minimal
de f est donc soit 2% + z + 1, soit & — 1, soit 2% — 1. Et c’est 23 — 1 si et
seulement si f —id # 0 et f2 4+ f +id # 0.

Corollaire 12.2. Si le polynome caractéristique est scindé sur K, le po-
lynéme minimal aussi.

Démonstration. En effet un polyndéme qui divise un polynome scindé est
scindé. O
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Proposition 12.2. Les valeurs propres sont les racines du polynome mini-
mal.

Démonstration. Toute racine du polynéme du polynéme minimal est une
racine du polynoéme caractéristique, car celui-la divise celui-ci, d’apres la
proposition précédente. Donc toute racine du polynéome minimal est une
valeur propre (corollaire 10.2).
Réciproquement, soit A une valeur propre de f, et v une valeur propre
associée. Alors f(v) = Av. Il existe une base v = vy, v9,...,v, de V. La ma-
. . . A B
trice de f dans cette base a la forme triangulaire par blocs M = 0D ] .
P\ B
.D
0 PD) | 7"
P(\) =0. [

Si P(x) est le polynome minimal, on a 0 = P(M) = [

Théoréme 12.1. Un endomorphisme (resp. une matrice) est diagonalisable
st et seulement si son polynome minimal est scindé et n’a que des racines
simples.

Démonstration. Le polynéme minimal d’une matrice diagonale est [, (z —
A), ou le produit est sur tous les A\ sur la diagonale, sans répétition. Ce
polynéme est scindé et n’a que des racines simples. On en déduit une des
implications du théoréeme.

Réciproquement, supposons que le polynome minimal de f € End(V)
est scindé et n’a que des racines simples. On applique alors le lemme 10.1 et
la proposition 11.2. O

Exercice 12.1. Quel est le polynome minimal de la matrice diagonale dont
la diagonale est 1,1,1,1,2,2 7

Exercice 12.2. Plus généralement : une matrice diagonale dont la diagonale
estai,...,ay ¢

S N =

0
0
3

2
Exercice 12.3. Calculer le polynéme minimal de la matrice | 0
0

Exercice 12.4. On suppose que M est la matrice (1). Montrer que son po-
lynome minimal est le plus petit multiple commun des polynomes minimauz
des M;.
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13 Triangularisation

Définition 13.1. Un endomorphisme est triangularisable s%l existe une
base ou sa matrice est triangulaire. Une matrice est triangularisable si elle
est conjuguée a une matrice triangulaire.

De maniere analogue, une matrice est triangularisable si et seulement si
elle est la matrice d’'un endomorphisme triangularisable.

Théoréme 13.1. Une matrice (resp. un endomorphisme) est triangulari-
sable si et seulement si son polynéme minimal est scindé.

Démonstration. Soit f un endomorphisme de V', espace de dimension n.

Si la matrice de f dans une base de V' est triangulaire, alors son polynéme
caractéristique est scindé, car c’est le produit de x —a pour tous les éléments
diagonaux a de la matrice. Donc le polynéme minimal aussi (corollaire 12.2).

Réciproquement, si le polynéme minimal est scindé, alors f a au moins
une valeur propre A (proposition 12.2). Soit v un vecteur propre associé

et v = v1,v9,...,v, une vase de V. Dans cette base, la matrice de f a
A

0 D
de longeur n — 1, et D une matrice carrée d’ordre n — 1. En raisonnant
comme dans la preuve de la proposition 12.2, on voit que P(D) = 0,
ou P est le polynome minimal de f. Donc le polynéme minimal de D
est scindé, car il divise P (corollaire 12.1). En raisonnant par récurrence
sur la dimension, on obtient que D est conjuguée a une matrice triangu-

10 A 1 0
: - : -1 _ _
laire supérieure : GDG~" = T. Alors [ 0 G ] [ 0D ] [ 0 G-! ] =

A 1 0 A IGT! A IGT! . .
0o ¢p||lo | = |o epgt |~ |0 o | questinan

1
. L. 1 0 |1 0 .
gulaire supérieure. Comme [ 0 G ] = [ 0 G-l }, on voit que M est

conjuguée a une matrice triangulaire supérieure. Donc par changement de
base, f a une matrice triangulaire supérieure.

la forme triangulaire par blocs M = [ }, ou [ est une matrice-ligne

O]

Corollaire 13.1. Le polynome minimal est scindé si et seulement si le
polynome caractéristique est scindé.

Démonstration. Si le polynome caractéristique est scindé, le polynéme mi-
nimal aussi (corollaire 12.2). Réciproquement, si le polynome minimal est
scindé, nous pouvons supposer que f a, dans une certaine base, une matrice
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triangulaire. Le polynome caractéristique de cette matrice est scindé, car
c’est le produit de x — a pour tous les éléments diagonaux a de la matrice;
celui de f est donc aussi scindé. O

Le théoreme fondamental de ’algebre implique le

Corollaire 13.2. Si le corps de base est C, tout endomorphisme, et toute
matrice carrée, est triangularisable.

Exercice 13.1. Montrer que la matrice [ (2) (1) } est triangularisable sur R

mais pas sur Q.

Exercice 13.2. Montrer que la matrice de f dans la base vy,...,v, est
triangulaire supérieure si et seulement si elle est triangulaire inférieure dans
la base vy, ..., vy.

Exercice 13.3. Montrer que la matrice de f dans la base v1,...,v, est
triangulaire supérieure si seulement si pour tout j = 1,...,n, f(v;) €
Vect(vl, cee ,’Uj).

Exercice 13.4. Quelle est la condition dans ’exercice précédent si on rem-
place "triangulaire supérieure” par “triangulaire supérieure avec des 0 sur
la diagonale” ? Montrer qu’alors f™ = 0.

Exercice 13.5. Utiliser ’exercice précédent pour montrer qu’une matrice
strictement triangulaire (= triangulaire avec des 0 sur la diagonale) est nil-
potente.

Exercice 13.6. Soit M une matrice unipotente, c’est-a-dire M = I,+N, ot
N est une matrice triangulaire supérieure avec des 0 sur la diagonale. Mon-
trer que M est inversible, d’inverse I, — N 4+ N? — N3 ... 4 (=1)""INn—1,

Exercice 13.7. On considére ’espace vectoriel des polynomes en la variable
x et de degré au plus n — 1. Montrer que ['opération de dérivation est un
endomorphisme dont la matrice dans la base 1,x,..., 2" est triangulaire.

Exercice 13.8. On considére I’espace vectoriel des matrices 2 fois 2, avec
sa base des matrices élémentaires E;j, 1,5 = 1,2. Soit f l’endomorphisme
de cet espace défini par f(M) = ME . Montrer qu’en ordonnant la base
comme il faut, la matrice de f est triangulaire.
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14 Sous-espaces caractéristiques
Définition 14.1. Soit f un endomorphisme dont le polynome minimal est

scindé, de la forme
[T (@ —a)m (2)
1<i<k

n; > 1, a; racines distinctes. Le sous-espace caractéristique de f associé a
la valeur propre a; est Ker(f — a;id)™.

Proposition 14.1. Le sous-espace propre associé a la valeur propre a; est
contenu dans le sous-espace caractéristique associé a cette valeur propre

Démonstration. O

Théoréme 14.1. Soit f un endomorphisme de V' dont le polynéme minimal
est scindé. Alors V' est somme directe des sous-espaces caractéristiques de

f.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 10.2, car les polyndémes
(x — a;)™ sont deux & deux premiers entre eux. O

Proposition 14.2. Tout sous-espace caractéristique f est stable sous f.

Démonstration. On va montrer plus généralement que si P(z) est un po-
lynoéme, alors Ker(P(f)) est stable sous f. Prenons en effet un v €
Ker(P(f)). Alors P(f)(v) = 0. Or f o P(f) = P(f) o f (corollaire 9.1).
Donc 0 = f(P(f)(v)) = foP(f)(v) = P(f)e f(v) = P(f)(f(v)) et par suite
f(v) € Ker(P(f). 0

En appliquant la proposition 7.4, on obtient le

Corollaire 14.1. Dans une base adaptée a la somme directe du théoréme
14.1, la matrice de f est diagonale par blocs.

Théoréme 14.2. Soit f wun endomorphisme dont le polynéome ca-
ractéristique P(z) est scindé : P(z) = [[:2)(z — a;)%, ou les oy sont dis-
tincts. Alors la dimension du sous-espace caractéristique correspondant a o

est d;.

Notons que d; est la multiplicité de a; en tant que racine du polynoéme
caractéristique P. On appelle la multiplicité de la valeur propre «;.
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Démonstration. Soit szf(x — ;)™ le polynoéme minimal de f. Soit V; =

Ker((f — a;1d)™) 1s sous-espace caractéristique correspondant a la valeur
propre «;. Soit f; la restriction de f a V; : elle envoie V; dans lui-méme
(proposition 14.2). On a (f; — a;idy;)™ = 0 (appliquer proposition 7.5),
donc le polynéme minimal de f; divise (z — ;)™ (corollaire 12.1). Par
suite la seule valeur propre de f; est a;. Posons e¢; = dim(V;). Alors le
polynéme caractéristique de f; est (2 —a;)®. Il s’ensuit, par le corollaire 14.1
et l'exercice 9.3, que le polynome caractéristique de f est Hi]f (x — ;)% et
donc e; = dim(V;) = d;. O

Théoréme 14.3. Soit f un endomorphisme dont le polynéme minimal est
scindé. Alors f est somme d’un endomorphisme diagonalisable et d’un en-
domorphisme nilpotent qui commutent.

Démonstration. Soit V; le sous-espace caractéristique correspondant a la
valeur propre «;. Définissons f; comme dans la preuve précédente, et aussi
les endomorphismes g;, h; de V; par : g;(v) = a;u, hi(v) = fi(v) — gi(v).
Puisque (f; — ayidy;)™ =0, on a k" = 0. De plus g; et h; commutent, car
g; est un multiple scalaire de I'identité de V;.

Définissons maintenant g, h par g(vi +---+vp) = gi1(vi)+-- -+ gp(vp) et
h(vi+---+vp) = hi(vi)+---+hy(vp) pour tous v; € V;. Comme la somme des
V; est directe, ceci est bien défini. On vérifie alors que h nilpotent, gh = hg
et f=g+h. O

Proposition 14.3. Avec un polynéme minimal comme en (2), soient m;
des entiers naturels avec m; > n;. Alors Ker(f —a;1d)™ = Ker(f —a;id)™.

C’est vrai en particulier si on prend pour m; la multiplicité de la valeur
propre a; (= sa multiplicité dans le polynome caractéristique).

Démonstration. On montre que V est somme directe des Ker(f — a;id)™,
en procédant comme dans la preuve du théoreme 14.1. Puis on montre que
Ker(f —a;id)™ C Ker(f — a;1d)™, en procédant comme dans la preuve de
la proposition 14.1. Puis on utilise ’exercice 7.1. ]

Exercice 14.1. Montrer que si f et g commutent, alors Ker(g) est stable
sous f.

Exercice 14.2. On considére une filtration de V, c’est-a-dire une suite
croissante de sous-espaces Vi C ... C V, = V. Soitd; = dim(V;)—dim(V;—1),
ou l'on pose Vo = 0. Une base adaptée a cette filtration est une base
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v1,...,U, de V telle que les di + --- + d; éléments de cette base forment
une base de V;. Montrer qu’une telle base existe. Montrer que si f est un
endomorphisme stabilisant chaque V; (c’est-a-dire f(V;) C V;)), alors la ma-
trice de f dans une base adaptée est triangulaire par blocs.

Exercice 14.3. On suppose que le polynome minimal est szﬁ’(aj — )™,
et que le polynéme caractéristique est [[;_4(x — a;)%, avec des o distincts.

Montrer que m; < d; et que Ker(f — a;id)™ = Ker(f — a;id)%.

Exercice 14.4. A quelle condition les sous-espaces caractéristiques sont-il
égauz aur sous-espaces propres ¢

15 Espaces cycliques et matrice compagne

Définition 15.1. Soit f € End(V'). On dit que V' est cyclique sous I’action
de f s’il existe un vecteur v tel que V = Vect(v, f(v), f2(v),..., fP(v),...).

Autrement dit, tout vecteur w dans V est combinaison linéaire des vec-
teurs fi(v), i € N. Attention : cela signifie que w est combinaison linéaire
d'un ensemble fini de vecteurs de la forme f(v).

Prenons un exemple : V' avec base ej, ey et endomorphisme f(e;) =
ea, f(e2) = e1 + ez. Alors v, f(v) engendrent V' (car v = e, f(v) = e1 +e3);
donc tout vecteur w dans V est combinaison linéaire des vecteurs f¢(v),
i€ N.

Un contre-exemple : dim(V) =2, f =id.

Proposition 15.1. Dans les conditions de la définition ci-dessus, si n =

dim(V), alors v, f(v),..., f* 1 (v) est une base de V.

Lemme 15.1. Soient vy, v1,v9,...,vN des vecteurs linéairement dépendants
d’un espace vectoriel. Il existe alors k tel que vy soit linéairement dépendant
de vo,V1,. .., Vp_1.

Démonstration. On choisit £ = 14 le maximum des ¢ tels que vy,...,v;
soient linéairement indépendants. O

Preuve de la proposition 15.1. 11~ est  certain que les  vecteurs
v, f(v),..., f"(v) sont linéairement dépendants : car ce sont n + 1
vecteurs dans un espace de dimension n. Donc il existe par le lemme
k=0,...,n tel que f*(v) est combinaison linéaire de v, f(v),..., f*1(v).

Nous montrons plus loin que tout vecteur fi(v) (i € N) est com-
binaison linéaire de v, f(v),..., f¥"1(v). Donc ces k vecteurs engendrent
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Vect(v, f(v), f2(v), ..., fP(v),...); cet espace est par hypothese égal & V.
Donc ces k vecteurs engendrent V. Comme k& < n = dim(V'), on doit avoir
k =n. Donc v, f(v),..., f*}(v) est une base de V.

Il reste & montrer que tout vecteur f%(v) est combinaison linéaire
de v, f(v),..., f*1(v). Cest clair pour i = 0,...,k. Supposons que
ce soit vrai pour i > k. Alors f(v) est combinaison linéaire de

v, f(v),..., fF"1(v); en appliquant f, on trouve que f“!(v) est combinai-
son linéaire de f(v),..., f¥(v); comme f*(v) est combinaison linéaire de
v, f(v),..., fFY(v), on en déduit que fi*!(v) est combinaison linéaire de
v, f(v),..., f¥1(v), et on conclut par récurrence sur i. O

Théoreme 15.1. Dans la base de la proposition précédente, la matrice de
f est de la forme

0 -+ -+ 0
1 L . a1
0 . et (3)
: . 0 Qnp—9
| 0 - 0 1 ap |
0 2" — 12" — - — a1z — g est le polynéme caractéristique et minimal
de f.
Par exemple, pour n = 1, n = 2 et n = 3, les matrices sont [ag],
0 0 (7))
[ [1) ZO } et |1 0 o
! 0 1 o
Démonstration. Posons e; = fi_l(v). Alors eq,...,e, est une base de V.
De plus pour i < n, on a f(e;) = f(fi71(v)) = fi(v) = eir1, et f(en) est
combinaison linéaire de e1,..., e, : f(en) = aper + ... ap—1€,. On en déduit
la forme de la matrice dans la base.
Pour le reste, voir ’exercice 15.3. [
On appelle matrice compagne du polynéme z"™ —a,,_ 12" ' —- - —agz— 0y

la matrice (3). Réciproquement, ce polynéme s’appelle le polynéme compa-
gnon de la matrice ci-dessus.

Le théoréme qui suit ne sera pas démontré ici. On peut le déduire de [2]
section 9.7.

Théoréme 15.2. 1) Etant donné un endomorphisme f € End(V), V a
une base ou la matrice de f est la matrice compagne d’un polynéme P si
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et seulement si le polynome caractéristique de f est égal a son polynéme
minimal.

2) Etant donnée une matrice carrée M € M, ,(K)), M est conjuguée
a la matrice compagne d’un polynome P si et seulement si le polynome
caractéristique de M est égal a son polynome minimal.

Notons que dans les deux cas, P est égal au polynéme caractéristique.

Exercice 15.1. Soit M une matrice et P son polynéme caractéristique. A
quelle condition M est-elle égale a la matrice compagne de P ¢ Vérifier que
[’égalité n’est pas vraie pour M = I.

2 _x—1.

Exercice 15.2. Déterminer la matrice compagne du polynome x
Calculer les puissances de cette matrice en fonction des nombres de Fibo-
nacci F,, définis récursivement par Fy = F1 =1 et F10 = Fyi1 + F,, pour

n € N.

Exercice 15.3. Soit M la matrice (3) et f l’endomorphisme associé de
K". Soit ey, ...,e, la base canonique, et v = e1. Montrer que f'(v) = e;i1
pour i = 0,...,n — 1. En déduire que les endomorphismes id, f,..., f* 1
sont linéairement indépendants. En déduire que le polynome minimal est de
degré > n. En déduire qu’il est égal au polynéme caractéristique, lequel est
2" — 12— — gz — ap.

16 Forme de Jordan

16.1 Cas nilpotent

Soit f un endomorphisme nilpotent, c’est-a-dire dont une certaine puis-
sance est nulle.

Définition 16.1. Une base de Jordan pour f est une base de la forme
Vllsee oy Ul U205 e U2y -y Uk 1y« - Ukomy, telle que f(vij) = vjjt1,
avec la convention v;p, , = 0.

Par exemple, vy 1,v1,2,v1,3,v2,1,03,1,032 (avec n; = 3,no = l,n3z =
2) et f(ui1) = vig, f(vi2) = vig, f(viz) = 0, f(v21) = 0,f(v31) =
v32, f(v32) = 0.

Il est commode de représenter ceci par un graphe orienté, ou les fleches
indiquent 'action de f.

V1,1 = V12 > V13 > 0
V2,1 0
V31 > V32 — 0
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Ce graphe est une réunion de chaines. Appelons bloc de Jordan nilpotent
une matrice carrée d’ordre n de la forme

0o o0 .- .. 0
1
0
: - 0
0 - 0 1 0|

Par exemple, pour n =1,

0
sont[O],[OO]et 1
0

n =2 et n = 3, les blocs de Jordan nilpotents
0 0

0 0

1o 10

Lemme 16.1. Soit f un endomorphisme nilpotent. Dans une base de Jor-
dan pour f, la matrice de f est une somme diagonale de blocs de Jordan
nilpotents. Réciproquement, si la matrice de f dans une certaine base est
une somme diagonale de blocs de Jordan nilpotents, alors cette base est une
base de Jordan pour f.

Démonstration. Un exemple suffira. La matrice de 1’endomorphisme de
I’exemple ci-dessus est

[l eiNell =]
O O OO0
(el el en i e B e I en]

[l el el No N
=R == )
(el e B e i e B s B )

Nous somme sur le chemin qui va démontrer le

Théoréme 16.1. Soit f € End(V) nilpotent. Il existe une base de Jordan
pour f, dans laquelle sa matrice est une somme diagonale de blocs de Jordan
nilpotents. Cette matrice est unique a [’ordre prés des blocs.

Remarquons que l'unicité dans le théoreme est équivalente a ceci :
le multi-ensemble des tailles des blocs de Jordan est unique. Dans notre
exemple, le multi-ensemble est {1,2,3} (qui est un ensemble). Un autre
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exemple est {1,1,2,3,3}, ce qui signifie que la matrice a deux blocs de Jor-
dan de taille 1, un seul de taille 2, et 2 blocs de taille 3. Ce multi-ensemble
est appelé le type de la base de Jordan; avec les notations de la définition
16.1, le type est {n1,na,...,ng}.

Pour prouver 'unicité nous avons besoin de plusieurs lemmes.

Lemme 16.2. Soit B la base de Jordan de la définition 16.1. Alors Ker(f) =
Vect(V1,n1, V2m0s - - - » Uk g, )- B0 particulier dim(Ker(f)) = k = le nombre de
chaines dans la base de Jordan.

Démonstration. 11 est clair que les v; ,, sont dans le noyau, donc une inclu-
sion est claire. Une fois n’est pas coutume, nous allons faire la preuve de
I'inclusion réciproque sur I’exemple courant. La généralisation devrait étre
évidente. Soit v € Ker(f). Alors v = avy 1 +bvi 2+ cv1 3+dvg 1 +evs1+9gvs .
Alors 0 = f(v) = avy 2+bv; 3+e€vs 2, ce qui implique que a = b = e = 0. Donc
v = cv 3+dvg1+9gvs2 € Vect(vy 3,v2,1,v32), ce qu'on voulait démontrer. []

Lemme 16.3. Soit p un entier > 1. Alors dim(Ker(f?)) = a1 + -+ + ap,
ot a; est le nombre de n; qui sont plus grand ou égal a 1.

Démonstration. 1. Commencons par supposer que k = 1, c’est-a-dire : il y
a une seule chaine dans la base de Jordan. Supposons que la chaine soit de
longueur n : v1 — vo +— ... — v, — 0. Le noyau de f est le sous-espace
engendré par vy, le noyau de f? est engendré par vy, v,_1 ; si p < n, le noyau
de fP est engendré par vy, Vp—1,...,Un—pt1, €t si p > n, il est engendré par
tous les v;. On voit donc que Ker(f?) est de dimension a; + --- + a,, car
ap=1sip<n,eta,=0sip>n.

2. Supposons maintenant k£ quelconque. Chaque chailne de la base de
Jordan définit un sous-espace stable sous f, et donc sous fP. L’espace V est
somme directe de ces sous-espaces.

Le lemme se déduit alors du résultat suivant : soit g un endomorphisme

de V' et supposons que V soit somme directe des V;, 2 = 1,...,k, qui sont
chacun stable sous g. Alors Ker(g) est somme directe des noyaux des res-
trictions de g aux sous-espaces V;. O

Lemme 16.4. Deux bases de Jordan pour f ont toujours le méme type.

Démonstration. 11 suffit de montrer que le type d’'une base de Jordan de
f ne dépend que de f. Mais f détermine entierement les nombres Ker(f?)
pour tout p > 1. Donc f détermine entierement les nombres a1 +---+a, du
lemme précédent, et par suite les nombres a,.
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Mais on a k = le nombres de chalnes dans la base de Jordan = aq. De
plus ao = le nombre de n; qui sont > 2, donc a; — as = le nombre de n; qui
sont égaux a 1. De plus, agz est le nombre de n; qui sont égaux a > 3, donc
az — az = le nombre de n; qui sont égaux a 2 etc...

Donc la donnée de f détermine entierement le nombre de n; qui sont
égaux a un entier donné, donc le type de la base de Jordan. 0

Lemme 16.5. Soit V = E + L, ot E,L sont des sous-espaces de V et
€l,...,en une base de E. Il existe des vecteurs ly,...,l, dans L tels que
e1,.--,en,l1,..., 1, forment une base de V.

Pour comprendre ce lemme, notez que sous ’hypothese supplémentaire
ENL =0,lasomme V = E+ L est directe, et le lemme découle du corollaire
7.3.

Démonstration. Soit lq,...,l,,lp4+1,...,lg une base de L telle que l,41, ..., 1,
soit une base de N L. Alors e1, ..., ey, l1,...,1l, forment une base de V. La
vérification est laissée en exercice. O

Preuve du théoréme 16.1. Le lemme 16.4 implique I'unicité, car si dans une
certaine base, f a une matrice qui est une somme diagonale de blocs de
Jordan nilpotent, alors cette base est une base de Jordan pour f (lemme
16.1).

Pour I'existence d’une base de Jordan, nous raisonnons sur 1’ezposant de
nilpotence, qui le plus petit r > 1 tel que f™ = 0. Le cas r = 1 est évident :
n’importe quelle base est une base de Jordan, avec tous les n; = 1.

Pour le cas général, supposons r > 2. Soit W = Im(f). Alors W est
stable sous f. Soit g la restriction de f & W : on a g € End(W) et ¢"~ 1 = 0.
En effet, siw € W, alors w = f(v) et l'on a g" (w) = 71 (w) = f7(v) = 0.
Donc 'exposant de nilpotence de g est < r. Par hypothese de récurrence,
W possede une base de Jordan pour g :

W11 > W12 > ..o Wi,

Wg,1 > W2 > ... = Wk on,

ou les fleches indiquent ’action de g, donc de f. On va compléter cette base
de W en une base de V, qui sera une base de Jordan pour f. Les vecteurs
Wi, ., w1 sont dans W = Im(f). Il existe donc des vecteurs vy,. .., vy
dans V tels que f(v1) = wi1,...,f(vr) = wi,1. Nous obtenons le graphe, ot
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les fleches indiquent l'action de f :

V1 W1 W12 B e Wng

Vg = W1 > W2 = ... = W op,

Cela ressemble fort a une base de Jordan pour f, mais il manque quelque
chose. Nous prouvons plus bas que tous ces vecteurs v; et w;; sont
linéairement indépendants. Notons E ’espace qu’ils engendrent. Nous mon-
trons plus bas aussi que V' = E+ Ker(f). Le lemme implique qu’il existe des
vecteurs lq,...,1, dans Ker(f) tels que ceux-ci, joints a tous les v; et w;j,
forment une base de V. C’est une base de Jordan pour f, car f(l;) = 0 pour
tout i =1,...,p.

1. Montrons que les vecteurs v; et w;; sont linéairement indépendants.
Une relation de dépendance linéaire s’écrit ), a;v; + Z” b; jw; ; = 0. Ap-
pliquons f : ZZ a;w; 1 + Z” b; jw; j+1 = 0, avec la convention w; n,4+1 = 0.
Il s’ensuit que tous les a; sont nuls, et revenant a 1’égalité précédente, que
tous les b;; sont nuls, car les w;; sont linéairement indépendants.

2. Montrons que f(E) = W. Comme W est 'image de f,ona f(E) C W.
Réciproquement, on sait que W est engendré par les w;;. Donc si w € W,
w = Zij bijw; j = f(zw bijw; j—1), en posant w;o = v;. Donc w € f(E) et
donc W C f(E).

3. Montrons que V = E+Ker(f). Soit doncv € V. Alors f(v) € Im(f) =
W = f(E), donc il existe e € E tel que f(v) = f(e). Par suite v —e € Ker(f)
et donc v =e+ (v —e) € E+ Ker(f). O

Exercice 16.1. On considére un graphe orienté G = (S, A), ot S est ’en-
semble fini des sommets de G et A C S x S l’ensemble de ses arétes. Un
chemin de longueur k dans G est une suite d’arétes aq,...,a telle que
a; = (si,t;) et t; = siy1 pour i =1,... . k—1. Supposons pour simplifier que
S ={1,...,n}. La matrice d’adjacence de M = (m;;) de G est la matrice
définie par m;; =1 si (4, j) est une aréte, = 0 sinon. Montrer par récurrence
sur k que le coefficient ij de MF est égal au nombre de chemins dans G de
longueur k.

Exercice 16.2. Montrer que la matrice d’adjacence du graphe associé a
une base de Jordan est le bloc de Jordan correspondant, si l’on numérote les
sommets de maniere adéquate. Calculer ses puissances en utilisant l’exercice
précédent.

Exercice 16.3. Soit V un espace vectoriel ayant une base de quatre vec-
teurs u,v,w,x, et f un endomorphisme nilpotent de V ayant la base de
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Jordan avec la chaine associée u — v — w — x — 0; ce qui signifie que
lendomorphisme f satisfait : f(u) = v, f(v) = w, f(w) =z, f(x) = 0.

a) trouver une base du noyau de f, et sa dimension.

b) trouver un base du noyau de f? (la composée de f avec elle-méme),
et sa dimension.

c) trouver une base du noyau de f3, et sa dimension.

d) trouver une base du noyau de f*, et sa dimension.

e) qu’en est-il des autres puissances de f ?

Exercice 16.4. Supposez qu’on vous dit qu’un endomorphisme f nilpotent
de l’espace vectoriel V satisfait a : a) Ker(f) est de dimension 8; b) Ker(f?)
est de dimension 11; ¢) f? = 0. Trouver le graphe d’une base de Jordan de
f; c’est-a-dire, déterminer les longueurs des chaines de cette base, et le
nombre de chaines de chaque longueur.

Indications : quelle est la dimension de V 2 Quelle est la longueur maxi-
mum d’une chaine ?

Exercice 16.5. On a un endomorphisme nilpotent f de V qui satis-
fait : dim(Ker(f)) = 6; dim(Ker(f?)) = 10; dim(Ker(f3?)) = 12;
dim(Ker(f*)) =13; f4*=0.

Déterminer le type d’une base de Jordan pour f.

Exercice 16.6. On considére une base de Jordan de f nilpotent. Calculer
les dimensions des images des puissances de f. Quel est le plus petit r tel
que f" =07

Exercice 16.7. Soit f € End(V), avec n = dim(V'), et on suppose que le
plus petit r tel que f7 =0 est n. Quelle est la forme de Jordan de f ¢

Exercice 16.8. Soit f € End(V), avec n = dim(V'), et on suppose que le
plus petit r tel que f7" =0 est n — 1. Quelle est la forme de Jordan de f ¢

Exercice 16.9. On considére l’espace vectoriel V' de base a,b,c,d et f €
End(V) tel que f(a) =0, f(c) =0b, f(b) =d, f(d) = 0. Trouver une base de
Jordan pour f.

Exercice 16.10. Rappelons que l’exposant de nilpotence d’une matrice
carrée M est le plus petit n tel que M™ = 0. Déterminer ’exposant de

40



nilpotence de la matrice

0 O 0

1 0

1 1

o .0 0
11 1 0

En déduire la forme de Jordan de cette matrice.

Exercice 16.11. Dans l’exercice précédent, prenons n = 3. Pour [’endo-
morphisme f associé, montrer qu’il existe une base u,v,w de l’espace am-
biant tel que f(u) =v+w, f(v) = w, f(w) = 0. Montrer que u,v + w,w est
une base de Jordan pour f. Généraliser pour n > 4.

Exercice 16.12. Montrer que le type d’un endomorphisme nilpotent d’un

espace de dimension 1, 2 ou 8 est entierement déterminé par son exposant de
011

nilpotence. Appliquer ceci pour déterminer le type des matrices | 0 0 2 |,
0 0O
0 01 0 00 011
000 (,[0O0T1{|,ee]0 01
0 00 0 00 0 00

Exercice 16.13. Montrer par un exemple que le résultat de [’exercice
précédent n’est plus vrai en dimension 4 (énumérer les types et déterminer
lexposant de nilpotence dans chaque cas).

16.2 Forme de Jordan : cas général

Définition 16.2. Un bloc de Jordan de valeur propre A et d’ordre n est
une matrice carrée d’ordre n de la forme

A 0 - - 0]
1 A

0

. W
[ 0 - 0 1T A

Autrement dit, on a des A sur la diagonale, des 1 sur la diagonale juste
en-dessous, et des 0 partout ailleurs. Si A = 0, c’est un bloc de Jordan
nilpotent.
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Théoréme 16.2. Pour tout endomorphisme f de V dont le polynome mini-
mal est scindé, il existe une base ou la matrice de f est diagonale par blocs,
chaque bloc étant un bloc de Jordan. Cette matrice est unique a l’ordre prés
des blocs.

Une matrice qui est somme diagonale de blocs de Jordan est dite sous
forme de Jordan. Trouver une telle base et calculer la matrice, c’est mettre
f sous forme de Jordan.

Exemples : si f est diagonalisable, sa forme de Jordan est une matrice
diagonale ; les blocs de Jordan sont tous de taille 1.

Lemme 16.6. Soit M une matrice somme diagonale de blocs de Jordan
Ji, kK = 1,...,p, dordre ny et valeur propre \;. Alors le polynéme ca-
ractéristique de M est [[op<,(x — Ap)™ et son polyndme minimal est
[Li(x =)™, ot ce produit est sur toutes les valeurs propres distinctes A de
[ et ou my = max{ng, \p, = A}.

Démonstration. Le polynome caractéristique de M est le produit des po-
lynémes caractéristiques des Ji. De plus le polynéme caractéristique d’un
bloc de Jordan J, d’ordre n avec valeur propre A, est (z — A)", puisque c’est
une matrice triangulaire.

Quant au polynéme minimal, c’est le plus petit multiple commun des
polynémes minimaux des blocs (exercice 12.4). O

Preuve du théoréme 16.2. 1. Soit [[;<;<,(z —a;)* le polynome minimal de
f, ot les oy sont distincts et les a; > 1. Nous savons que l'espace V' est somme
directe des sous-espaces caractéristiques V; = Ker((f—a;I,,)%) et que chaque
Vi est stable sous f. Notons f; la restriction de f a V; : f; € End(V;). Posons
fi = oyidy, +h;. Alors h; = f; — a;idy; est un endomorphisme nilpotent
de V; : en effet, " = (f — oyidy)% | V; (par la proposition 7.5) = 0. Par
le théoreme 16.1, il possede donc une base de Jordan vy : hi(vps) = Uy 541
avec Uppn,+1 = 0. On a f;(vrs) = @Urs + Ups41. Donc dans la base des vy
de V;, la matrice de f; est une somme diagonale de blocs de Jordan associés
a la valeur propre «. L’espace V a pour base la réunion, pour ¢ = 1,...,p,
des bases de Jordan de V; pour f; (proposition 7.3). On en déduit par la
proposition 7.4 que la matrice de f est une somme diagonale de blocs de
Jordan.

2. Unicité (cas d’une seule valeur propre). On suppose que f a une seule
valeur propre . Alors (f — aid)™ =0 et donc f = «avid +h, h nilpotent. On
est ramené & l'unicité dans le cas nilpotent (théoréme 16.1).

3. Unicité (cas général). On se ramene au cas précédent en se restreignant
aux sous-espaces caractéristiques. Les détails sont laissés au lecteur. ]
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Corollaire 16.1. Pour toute matrice carrée M dont le polynome minimal
est scindé, il existe une matrice carrée inversible P et une matrice carrée
N sous forme de Jordan telle que N = P 'MP. La matrice N est unique
a lordre pres des blocs de Jordan.

Trouver P et N, c’est ce qu'on appelle mettre M sous forme de Jordan.
Rappelons le corollaire 13.1. Une fois qu’on a calculé les racines du polynéme
caractéristique et qu’on a constaté qu’il est scindé (c’est la partie algorith-
miquement difficile en général), calculer P et N ne pose pas de probleme
algorithmique compliqué, puisqu’on est ramené a résoudre des équations
linéaires : il faut calculer des bases des sous-espaces caractéristiques, donc
calculer des bases de noyaux (voir [1] 8.10), puis trouver des bases de Jordan
nilpotentes, en suivant la méthode de la preuve du théoreme 16.1.

Exercice 16.14. Quelle est la forme de Jordan les matrices suivantes

1 1 1 3 10
woor [l [ 2 (2o feee] [ost]
0 0 3 01 3
311 3 01
0 3 21e]|0 30
0 0 3 0 0 3

Exercice 16.15. Soit M une matrice dont le polynéme caractéristique est
(x —a)(x —b)(x — c). Montrer que la connaissance du polynome minimal de
M implique celle de sa forme de Jordan.

Exercice 16.16. On trouve dans la littérature des blocs de Jordan de la
forme

A1 0 - 0
A

1 0

: A1

| 0 0 A

Autrement dit : les 1 sont au-dessus de la diagonale, au lieu d’étre en-
dessous comme dans la définition 16.2.

1. Montrer que si ey — eo — --- — e, — 0 est une chaine représentant
une base de Jordan nilpotente pour ’endomorphisme nilpotent f, alors la
matrice de de f dans la base e,,...,e2,e1 (ordre inversé!) est de la forme
précédente, avec A = 0.
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2. Si la matrice de f, dans une certaine base, est une somme diagonale
de blocs de Jordan de la forme de la définition 16.2, montrer qu’on peut
permuter les éléments de cette base de maniere a obtenir une base ou la
matrice de f est une somme diagonale de matrices de la forme ci-dessus. On
peut s’inspirer de I’exercice 13.2.

17 Espaces euclidiens

17.1 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Définition 17.1. Une forme bilinéaire sur un K-espace vectoriel V est une
application B : VXV + K telle que pour tout v, les applications x — B(x,v)
et x +— B(v,x) de V dans K sont linéaires.

Autrement dit : pour tous z,y,v € V et pour tout a € K, on a : B(x +
y,v) = B(z,v)+B(y,v), B(ax,v) = aB(z,v), B(v,z+y) = B(v,z)+B(v,y),
B(v,azr) = aB(v,x).

Une conséquence entre autres : B(v,0) = B(0,v) = 0.

ATTENTION :B n’est pas en général une application linéaire de 1’espace
vectoriel produit V' x V' dans K. Ceci signifierait que, par exemple, B(x +
y,v +w) = B(z,v) + B(y,w). La forme bilinéaire K x K — K, (z,y) — xy
est un contre-exemple explicite.

Exemple : V = K", B((z1,...,%n), Y1,---,¥n)) = >_; x;y;. Vérifiez que
c’est bel et bien une forme bilinéaire.

Il est utile de savoir calculer avec des formes bilinéaires et des combinai-
sons linéaires : on a, pour tous les vecteurs ui,...,up, v1,...,0, €t tous les
scalaires a1, ..., an,b1,...,bp, la formule

B(Z a;Uq, Z ijj) = Z aibjB(uZ-, Uj).
i J ij

Vérifiez cette formule : soit par une double récurrence sur n et p, soit en uti-
lisant le fait qu’une application linéaire préserve les combinaisons linéaires.
On peut aussi la vérifier pour des petites valeurs de n, p.

Une forme bilinéaire B est dite symétrique si B(u,v) = B(v, u) pour tous
les vecteurs u, v.

A partir de maintenant nous prenons K = R. Un produit scalaire sur un
espace vectoriel réel V est une forme bilinéaire symétrique telle que pour
tout vecteur v non nul on a B(v,v) > 0. On note usuellement le produit
scalaire (u,v) au lieu de B(u,v).
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Un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit scalaire
est appelé un espace euclidien.

On note alors ||u|| = \/(u,u), et on appelle ce nombre positif ou nul la
norme de u. On a la relation de polarisation

[l +ylI? = [l + [lyll* + 2(z, ), (4)

pour tous les vecteurs x,y. En effet, ||z +y||> = (z + y,z +y) = (z,2) +
(x,y) + (y,z) + (y,y), ce qui implique la relation, & cause de la symétrie.
On dit que des vecteurs x,y sont orthogonauz si leur produit scalaire est
nul.
Lorsque deux vecteurs x, y sont orthogonaux, la relation de polarisation
devient la relation de Pythagore

[l + yl? = [l + [lyl*.

Exemple 17.1. 1. Sur R", on a le produit scalaire
(@1, n), (Y1, yn)) = 22, @i

2. Sur lespace vectoriel des polynémes de degré au plus n, on a le produit
scalaire (P, Q) = fil P(t)Q(t)dt. Vérifier.

Théoréme 17.1. (Inégalité de Cauchy-Schwartz) Pour tous vecteurs x,y,
on a [{x,y)| <||z|||ly]|, avec égalité si et seulement si x,y sont colinéaires.

Rappelons que z,y colinéaires signifie qu’il engendrent un sous-espace
de dimension au plus 1. Cela signifie qu’ils sont soit tous les deux nuls, soit
que 'un est un multiple scalaire de 'autre.

Démonstration. Si x = 0, c’est clair : on a en fait égalité, et =,y sont co-
linéaires. Supposons donc z non nul. Pour tout ¢ réel, on a (tx+y, tx+y) > 0.
Donc t2(z,z) + 2t(x,y) + (y,y) > 0. Ceci implique que le discriminant de
ce polynome du second degré en ¢ est < 0. Donc (x,y)? — (z,z){y,y) < 0.
Donc (x,y)? < (x,2){y,y). On obtient 'inégalité du théoréme en prenant
les racines carrées.

Si on a égalité, alors le discriminant est nul et il y a une racine réelle t,
c’est-a-dire (tx + y,tz +y) = 0. Donc tx + y = 0 et x,y sont colinéaires.

Si x,y sont colinéaires, alors y = ax, et on a : (z,y) = a(z,z) d'une
part, et (z,2)(y,y) = a?{x,z)? d’autre part. D’ot1 'égalité. O

Exercice 17.1. Montrer que si x est un vecteur non nul, alors la norme de
ez est 1.
(]|
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Exercice 17.2. Montrer que sur R%, on a le produit scalaire
{(a,b), (a’,b)) = ad’ + bV + S(ab/ + bd’).

Exercice 17.3. * Montrer que la norme satisfait les propriétés suivantes :
lazl| = lal[Jz]|; llal| = 0 @ = 0; ||z + yl| < |[zl| + [lyl|. Montrer qu'on a
égalité dans la derniére inégalité si et seulement x = 0 ou y = ax pour un
a> 0.

17.2 Orthogonalité et bases orthonormales

Une base orthonormale de E, espace euclidien, est une base eq, ..., e, de
FE formée de vecteurs de norme 1 et deux a deux orthogonaux.

Une base ey, ..., e, est orthonormale si et seulement si quels que soient
i,j dans {1,...,n}, on a (e;, e;) = d;5, ou le symbole J;; signifie 1 si i = j et
0siiz#j.

Théoreme 17.2. Soit eq,...,e, une base orthonormale de E. Pour tout v

dans E, on a
v = Z(v,ei>ei

i

[l = (v, ei)?.

%

et

Donc si v = Y, aje; (a; € R), alors ||[v]|> =Y, a?.

Démonstration. Ecrivons v =) ; @je;. Prenons le produit scalaire avec e; :
(v,v) = Zj ajlej, e) = a;.

De plus [[v]|? = (v,v) = <ZJ ajej,Zj ajej) = Zzg ajaj(ei,ej) =
Zi’j a;a;0;; = ia?. O

Corollaire 17.1. Sous les mémes hypothéses, si u =Y, ae;, v ="y, be;,
alors (u,v) =Y, a;b;.

Démonstration. (u,v) =3, ;aibj(e;,ej) = >, ;aibjdij = >, aib. O

Rappelons 1'orthonormalisation de Gram-Schmidt (voir [1] Théoreme
9.1).

Théoréme 17.3. Soit eq,...,e, une base de E espace euclidien. Il existe
une unique base orthonormale vi,...,v, de E telle que : V5 = 1,...,n,
Vect(er,...,ej) = Vect(vi,...,v;) et que (ej,vj) > 0.
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Ce théoreme implique en particulier que tout espace euclidien possede
au moins une base orthonormale.

Remarquons aussi que tout sous-espace vectoriel d’un espace euclidien
est un espace euclidien, donc admet une base orthonormale.

Exercice 17.4. Soit E un espace euclidien.

Soient ey, ..., e, des vecteurs non nuls et deur a deux orthogonaux de
E (on a donc (ej,ej) = 0;j, ou le symbole de Kronecker §;; signifie 1 si
i=7jet0sii# j). Montrer que ces vecteurs sont linéairement indépendants
(calculer (ej,) ; aie;) ). En déduire que la dimension de l’espace est au moins
n.

En déduire que la dimension de l’espace est égale au mombre maximum
de vecteurs deux a deuzx orthogonauz.

17.3 Projections orthogonales

Définition 17.2. Si E est un espace euclidien et X un sous-ensemble, on
note X+ Uensemble des vecteurs de E qui sont orthogonauz & tous les vec-
teurs dans X. On Uappelle l'orthogonal de X.

L’orthogonal de X un sous-espace de V' (exercice 17.5).

Théoréme 17.4. Soit V un sous-espace de l’espace euclidien E. Alors E
est somme directe de V et V1.

Démonstration. Soit vq,...,v; une base orthonormale de V. Alors un vec-
teur e dans E est dans V' si et seulement sil est orthogonal & chaque v;
(exercice 17.6).

Soit e un vecteur quelconque et posons v = (e, v;)v; € V. On a alors
(v,v5) = ({6, viyvi, v5) = 3 25(e, vi) (i, vj) = 32;(e,vi)dij = (e, v;). Alors
(e—v,v;) = {e,v;) — (v,v;) = (e,v;) — (e,v;) = 0. Donc e—v € VL. Comme
e =e—v+wv, on obtient que E = VL + V. Le fait que V NV+ = 0 découle
de ce que (v,v) = 0 seulement si v = 0. O

On appelle projection orthogonale de E sur son sous-espace V la projec-
tion p de E dans lui-méme qui correspond & la somme directe E =V @ VL.
Autrement dit, si e = v4+w, v € V,v € V1, elle envoie e sur v. On a, d’apres
la preuve ci-dessus,

ple) = Z<ea ;) Vi, (5)
i
si vy, ...,V est une base orthonormale de V. La projection p est une appli-
cation linéaire.
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Exercice 17.5. Montrer que X+ est Uintersection de tous les -, x € X
(on note x* pour {x}*). Montrer que x- est un sous-espace, et aussi X=.

Exercice 17.6. Si X engendre V, montrer que X+ = V.

Exercice 17.7. Soit V un sous-espace de l’espace euclidien E. Montrer
que E a une base orthonormale qui contient une base orthonormale de V.
Montrer que tout base orthonormale de V peut se compléter en une base
orthonormale de E.

Exercice 17.8. On définit la fonction p : E — E par la formule (5). On
suppose que v, ...,V est une base orthonormale d’un sous-espace V de E.
Calculer p(vj). Montrer directement (sans utiliser la notion de projection
orthogonale) que p est une application linéaire, d’image V', de noyau V5L et

que pop=p.

17.4 Isométries

Définition 17.3. Un endomorphisme u d’un espace euclidien est dit ortho-
gonal si pour tous x,y € E, on a (u(z),u(y)) = (z,y).

Autrement dit, u préserve le produit scalaire.

Théoreme 17.5. Les conditions suivantes sont équivalentes, pour un en-
domorphisme u d’un espace euclidien.

(i) u est orthogonal ;

(ii) u est une isométrie, c’est-a-dire ||u(x)|| = ||x|| pour tout vecteur x.

(111) il existe une base orthonormale transformée par u en une base or-
thonormale ;

(iv) u transforme toute base orthonormale en une base orthonormale ;

(v) il existe une base orthonormale ot la matrice M de u est orthogonale,
c’est-a-dire M est inversible et M~' =tM ;

(vi) la matrice de u dans toute base orthonormale est orthogonale.

Démonstration. (i) implique (iv); en effet orthonormalité d’une base se
vérifie par le produit scalaire.

(iv) implique (iii) : évident.

(iii) implique (ii) : découle du théoréeme 17.2.

(ii) implique (i) : on utilise la relation de polarisation (4) : 2(u(x), u(y)) =
lu(z) + w12 — (@] — a2 = [[u(@ + )| - ju@)]?
1z + yll? = [lzl* = [lyl]* = 2(z, ).

(i) implique (vi) : soit eq,...,e, une base othonormale et M = (my;).
On a donc u(e;) = >, mije;. On a (u(ej), uley)) = (3o, mijes, y . migey) =

48



Zi,i/ mijmirk(€i, eir) = >, mijm;i. Cette derniere somme est le coefficient
jk du produit *M M.
Si w est orthogonal, on a (u(e;),u(ex)) = (ej,ex) = dj; et on déduit du
calcul précédent que ‘MM = I,,. Par suite ' M est I'inverse de M.
(vi) implique (v) : évident.
(v) implique (iii) : méme calcul que dans I'implication (i) implique (vi).
O

Corollaire 17.2. Un endomorphisme orthogonal est un automorphisme.

Exercice 17.9. Quel est le déterminant d’une matrice orthogonale ¢

Exercice 17.10. Montrer que si o est une bijection de {1,...,n} dans lui-
méme, alors la matrice M définie par m;; =1 si i = o(j) et =0 sinon, est
une matrice orthogonale.

Exercice 17.11. Montrer que la composée de deux isométries est une
isométrie, et de méme que l'inverse d’une isométrie.

Exercice 17.12. Montrer qu’une matrice orthogonale d’ordre 2 est de la
cos(t)  sin(t) cos(t)  sin(t)
—sin(t) cos(t) ] ou [ sin(t) — cos(t)
ment que ces matrices sont bien orthogonales. Indications : écrire que la
matrice multipliée par sa transposée est égale & Uidentité ; si a®> +b%> =0, il
existe t tel que a = cos(t) et b = sin(t) ; si de plus > +d*> =1 et ac+bd = 0,

alors (¢,d) = £(—b,a).

forme . Vérifier aussi directe-

Exercice 17.13. Montrer qu’une matrice carrée est orthogonale si et seule-
ment si ses colonnes forment une base orthonormale de l’espace des colonnes,
pour le produit scalaire usuel.

17.5 Décomposition en valeurs singulieres d’une matrice
Rappelons que ‘A désigne la transposée de la matrice A.

Théoréme 17.6. Soit A une matrice réelle de taille m x n avec m <n. Il
existe une matrice orthogonale P (resp. R), de taille m x m (resp. n X n)
telle que

A=P[D,0|R

(décomposition par blocs) ot la matrice D est diagonale, avec des éléments
diagonaux > 0, de taille m x m, et 0 est une matrice nulle de taille m x
(n—m).
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Les éléments diagonaux non nuls de D sont appelés valeurs singuliéres
de A. Comme le montrera la preuve, ce sont les racines carrées des valeurs
propres non nulles de A A, qui sont > 0.

Lemme 17.1. (i) Si P est une matrice réelle telle que PP = 0, alors
P=0.

(ii) Si Q est une matrice réelle telle que 'QQ = I.., alors ses r colonnes
sont de norme 1 et deux a deux orthogonales pour le produit scalaire usuel.

Preuve du théoréme 17.6, tirée de [3]. La matrice M = A'A est symétrique
(calculer sa transposée). Il découle du corollaire 10.3 dans [1] qu’elle est
diagonalisable et qu’elle a des valeurs propres réelles. Il découle méme du
théoreme 10.4 dans [1] qu’il existe une matrice orthogonale P telle que
P~ MP soit diagonale.

Montrons que ses valeurs propres sont > 0. Soit donc a valeur propre
non nulle de M, et v un vecteur colonne propre associé. On a Mv = aw.
Donc 'oMv = tvAtAv = tuu, ot u est le vecteur colonne ‘Av. Ceci est aussi
égal 'vav = a'vv. Comme v est non nul, ‘vv est > 0. De plus, u n’est pas
nul (sinon av = Mv = A'Av = Au est nul, ce qui contredit a # 0 et v # 0),
donc tuu est > 0. De I’égalité a‘vv = ‘uu, on tire donc que a > 0.

La matrice A est de taille m x n, donc M = A'A est de taille m x m, de
méme que P. Soit r le rang de M ; donc r < m < n. Comme P est ortho-
gonale, P = P~!. La matrice !PMP est donc diagonale, de rang r aussi,
et cette matrice diagonale a les méme valeurs propres que M. Les éléments
diagonaux d’une matrice diagonale sont ses valeurs propres, avec leurs mul-
tiplicités. Le rang d’une matrice diagonale est égal au nombre d’éléments
diagonaux non nuls; ceux de PM P sont positifs strictement, comme nous
avons vu ci-dessus. Nous pouvons donc supposer que

tPMP = D? D = Diag(dy, ...,d,,0,...,0),

ou il y a m — r zéros, et les d; non nuls.
Nous partitionnons la matrice P en une deux blocs Py, P, de tailles m xr
etmx (m—r):

P =[Py, Py).
Nous obtenons
tp, D? 0
tp At 1 t 1
PAAP—{tPZ]AA[Pl,Pg]—[ 0 O]

ott D = Diag(dy, ... ,d,). Donc 'PLA'AP, = D}, dott DT '"PyA'AP, D] =
I, et
(Dy P A) (D PLA) = I, (6)
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et
tP,AMAP, =0,

donc
('R A) ('PA) = 0.
On en déduit que ‘P A = 0 (lemma 17.1). Posons
Q1= "AP, Dy = (D "PA).

C’est une matrice de taille n x 7, et » < n. On a par (6)

LQ1Q1 = I

donc les r colonnes, de taille n, sont orthogonales et de norme 1 (lemme 17.1
(ii)). On peut donc compléter ces r colonnes en une base orthonormale de
'espace des colonnes R™*! (voir exercice 17.7). Il existe donc une matrice
Q2 de taille n x (n — r) telle que les colonnes de

Q = [Q17 QQ]

forment un base orthonormale de R™*! ; donc @ est une matrice orthogonale
(exercice 17.13). Notons que par suite

tQ1Q2 = 0.

tp P A tp A
PaQ= | gt | A = | il A8 |

Comme Py A = 0 comme nous I’avons vu plus haut, nous avons ‘P, AQ; = 0
et Py AQ2 = 0. Nous avons aussi

0= "'Q1Q2 = D' 'PLAQ,,

donc ‘PiAQ, = 0. On a aussi ‘PlAQ, = tPlAtAPlDl_l = Dy, comme il
découle d’'une équation vue plus haut. On a donc

PAQ = [ 1(3)1 8 } ’
et on en déduit, en comptant le nombre de lignes et colonnes, que
'PAQ = [D,0],
et enfin que
A= P[D,0]'Q.
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18 Espaces hermitiens

Soit V un espace vectoriel sur C. Une forme sequilinéaire sur V est une
application S : V x V — C telle que, quelque que soient les vecteurs u, v et
le scalaire a, on ait

S(u+v,w) = S(u,w)+ S(v,w)

S(u,v+w) = Su,v)+ S(u,w)
S(au,v) = aS(u,v)
S(u,av) = aS(u,v),

ol a est le conjugué du nombre complexe a. On voit donc que la seule
différence avec la notion de forme bilinéaire est la derniere équation.
Un exemple : V =C", S((z1,...,2n), (Y1,---,Yn)) = D, Tili-
Une forme hermitienne sur V est une forme sequilinéaire S qui satisfait
de plus la condition
S(v,u) = S(u,v)

pour tous les vecteurs u,v. Une conséquence de cette condition est que
S(v,v) € R

pour tout vecteur v : en effet un nombre complexe égal a son conjugué est
un nombre réel.

Dans I’exemple précédent, S est hermitien, car
S((yiy--yyn), (@1, ,2n)) = D, viZ%i = ;Ui (car la conjugaison
complexe est une involution qui préserve la somme et le produit)
= S((xla s 73771)7 (yh s J/n))

Un produit scalaire sur un espace vectoriel complexe est une forme her-
mitienne, qu’on note (u,v) plutot que S(u,v), telle que

(v,0) 20
pour tout vecteur v, avec de plus
(v,v) =0=0v=0.

Un espace hermitien est un espace vectoriel de dimension finie sur C
muni d’un produit scalaire. Ces espaces ont de nombreux points communs
avec les espaces euclidiens.

Dans la suite V' est un espace hermitien. La norme d’un vecteur v est
l|lv]| = v/ (v,v). Deux vecteurs u, v sont dits orthogonauz si (u,v) = 0; notez
que l'orthogonalité est une notion symétrique, car (u,v) =0 < (v, u) = 0.
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Le théoreme de Pythagore est toujours vrai : si u,v sont orthogonaux,
alors [z + yl[2 = [lo]2 + ||l 2

De méme, I'inégalité de Cauchy-Schwartz : Pour tous vecteurs z,y, on
a |(z,y)| < |lz|||ly]|, avec égalité si et seulement si x,y sont colinéaires. La
notation |z| désigne le module du nombre complexe z.

19 Formes quadratiques

19.1 Matrice d’une forme bilinéaire

Définition 19.1. Le¢ matrice d’'une forme bilinéaire B dans une base
e1,...,en de I est la matrice (B(e;, €j))1<iji<n-

Proposition 19.1. Soient M la matrice d’une forme bilinéaire dans une
base de E et soit u,v les vecteurs colonnes associés a deux vecteurs de x,y
de E. Alors

B(z,y) = 'uMv.

Démonstration. Soit e1,...,e, la base considérée. Ecrivons u =
Hut,.oyup) et v = v, vp). Alors B(z,y) = B(3, uiei, 255 vje) =
Zij u; B(ei, €j)vj, qui est bien égal & 'uMv. O

Le rang d’une forme bilinéaire est par définition le rang de sa matrice.
Ceci est bien défini, car on a la

Proposition 19.2. Si M, M’ sont les matrices de la forme bilinéaire B dans
deuz bases, alors il existe une matrice P inversible telle que M = 'PM'P.

Démonstration. Soient U = (uy,...,un) et V = (v1,...,v,) les deux bases.
Soient M, = (B(us,u;)) et M, = (B(v4,v;)) les matrices de la forme dans
ces deux bases respectivement. On considerer la matrice de changement de
base P = Pyy = (bi;). On a donc vj; = ), bjju;. On a alors B(v,,vs) =
B(ZZ biru;, st bjsu]‘) = Zij birbst(ui, Uj) = Zij biTB(’LLZ‘, Uj)bjs : Cest le
coefficient rs dans le produit matriciel *PM, P. Donc M, = tPM,P. O

Exercice 19.1. Montrer que la relation qui relie deux matrices carrées
M, M' d’ordre n, s’il existe P inversible telle que M = 'PM’'P, est une
relation d’équivalence.
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19.2 Formes bilinéaires symétriques et forme quadratiques

Une forme bilinéaire B est dite symétrique si pour tous vecteurs x, ¥y, on
a B(x,y) = B(y,x). Une forme quadratique est une fonction sur un espace
vectoriel E de la forme x — B(x,x), ou B est une forme bilinéaire sur E.

Théoréme 19.1. Il y a une bijection naturelle entre formes bilinéaires
symétriques et forme quadratiques sur E£. A une forme bilinéaire symétrique
B est associée la forme quadratique Q(x) = B(x,z). A la forme quadratique
Q est associée la forme bilinéaire symétrique

Bla,y) = 1 (Q( +y) ~ Q) ~ Q).

Cette derniere équation s’appelle relation de polarisation.

Notez que dans ce théoréme, on suppose que 2 (c’est-a-dire 1 4 1) n’est
pas égal a 0 dans le corps K : ceci est bien str vrai pour les corps usuels
Q, R, C, mais ce n’est pas vrai dans le corps Fo, ou 'on a 1+ 1 = 0. On dit
alors que la caractéristique de K est différente de 2.

Démonstration. Soit B une forme bilinéaire symétrique et Q = B(z,x) la
forme quadratique associée. Alors 3(Q(z +y) — Q(z) — Q(y)) = 3(B(z +
y,z+y) — B(z,z) — B(y,y)) = 3(B(z,z) + B(z,y) + B(y,z) + By, y) —
B(z,z) — B(y,y)) = B(z,y).

Réciproquement soit () une forme quadratique, donc = H (z,x) pour
une forme bilinéaire H. Alors posons B(z,y) = 1(Q(z +y) — Q(z) — Q(y)) ;
on a alors B(z,y) = 3(H(z +y,x +y) — H(z,z) — H(y,y)) = 5(H(z,y) +
H(y,z)) (par un calcul semblable au calcul précédent) ; donc B est une forme
bilinéaire symétrique. De plus, on a B(z,z) = 3(2H (z,z)) = Q(x). O

Exercice 19.2. Montrer qu’une forme bilinéaire est symétrique si et seule-
ment si sa matrice dans une base (resp. dans toute base) est symétrique.

Exercice 19.3. Sur l'espace des matrices carrées d’ordre 2, on considére
la fonction (A,B) — Tr(AB). Montrer que c’est une forme bilinéaire
symétrique, calculer sa matrice dans la base canonique, préalablement or-
donnée, et calculer la forme quadratique associée.

Exercice 19.4. Soit B une forme bilinéaire symétrique et Q(x) = B(x,x)
la forme quadratique associée. Soient v1,...,v, des vecteurs deuxr d deux
orthogonaux pour B (c’est-a dire B(v;,vj) = 0 si i # j). Montrer que Q(vi+
ot vn) = Q1)+ 4+ Q).
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Exercice 19.5. Montrer que QQ est une forme quadratique, si et seulement
St :

1. Pour tout vecteur x et tout scalaire a, on a Q(ax) = a*Q(x) ;

2. La fonction Ex E = K, (z,y) — (Q(z+y) — Q(z) — Q(y)) est une
forme bilinéaire symétrique.

Exercice 19.6. Soit E un espace vectoriel avec base eq,...,e,, et soient
ai,...,ar € K, k < n. On considére la forme quadratique définie par
Q(zie1 + ...+ xpen) = a12? + -+ + akmz. Déterminer la forme bilinéaire
symétrique associée, ainsi que sa matrice dans la base donnée.

Exercice 19.7. Le noyau d’une forme bilinéaire symétrique B est {z €
E.Vy € E,B(xz,y) = 0}. Montrer que c’est un sous-espace de E dont la
dimension est égale au rang de la matrice de B dans une base.

Exercice 19.8. Montrer que le noyau de la forme bilinéaire symétrique de
Dexercice 19.6 est Vect(egy1,...,€n).

19.3 Orthogonalisation

Théoréme 19.2. Toute forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel
V' admet une base orthogonale.

Ici, nous appelons orthogonaux deux vecteurs u, v tels que B(u,v) = 0.
Une base orthogonale est une base telle que ses vecteurs soient deux a deux
orthogonaux.

Il est clair qu’une base est orthogonale si et seulement si la matrice dans
cette base de la forme est diagonale.

Démonstration. On peut supposer B non nulle. Alors la forme quadratique
associée est non nulle. Choisissons un vecteur e; tel que B(ey,e1) # 0. Soit
H = {v € V,B(e1,v) = 0}. Alors H est un sous-espace de V. Soit v € V,
et soit a = B(v,e1) et u = v — aB(e1,e1) ter. Alors B(u,e1) = B(v,e1) —
B(aB(e1,e1) ter,e1) = a—aB(er,e1) ' B(er,e1) = 0. Donc u € H. Comme
v=wu+aB(ey,,e1) ter, on a V= H + Vect(e1). La somme est directe, car
e1 ¢ H, sinon on aurait B(ej,e;) = 0.

La restriction de B a H est une forme bilinéaire symétrique de H. Par
hypothése de récurrence sur la dimension, il existe une base orthogonale
e1,...,en, de H. Alors ey, ..., e, est une base orthogonale de V pour B. [J
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19.4 Polynoéme associé a une forme quadratique et une base

On suppose dans toute la suite de ce chapitre que la caractéristique de

K est # 2.
Rappelons qu’une forme linéaire sur un K-espace vectoriel est une appli-
cation linéaire ¢ : E — K. Si eq,...,e, est une base de F, il existe des q;

(a savoir a; = ¢(e;)) tels que pour tout e = ), xie;, on a p(e) = >, a;x;.
Donc, une forme linéaire n’est rien d’autre qu’un polyndéme homogene de
degré 1 en plusieurs variables x1,...,x,, une fois qu'on a choisi une base.
Les a; dépendront de cette base.

Pour les formes quadratiques, on a un résultat analogue.

Proposition 19.3. FEtant donnée une forme quadratique QQ sur E et une
base e1, ..., e, de E, posons a; = Q(e;) et bjj = B(e;,e;), ot B est la forme
bilinéaire symétrique associée a Q. Alors, pour tout e =), x;e; € E,

Q(e) = Z aix? +2 Z bijfL‘il‘j.

i<j
Réciproquement, si on a cette formule, alors a; = Q(e;) et bi; = B(e;, €5).

Nous appellerons forme polynomiale de () et d’une base le polynome de
la proposition.

On parle souvent, par abus de langage, de forme linéaire (resp. forme
quadratique) pour désigner un polynoéme en plusieurs variables, homogene,
et de degré 1 (resp. de degré 2).

Démonstration. On a Q(e) = Ble,e) = B>, zies,» ;xie;) =
> Blei,ej)ziz; (par bilinéarité) = > Blej,e)x? + > iz Blei,ej)zix;.
Cette derniere somme est par symétrie de B égale a 2, _. B(e;, ej)xiz;, et
la preuve est finie.

Réciproquement, si on a la formule, alors en utilisant la relation Ble, f) =
L(@Q(e+ 1) — Q(e) — Q(1)), on trouve que Bler, e5) = as, puisque Q(er) = a;
(car pour e = e;, on a x; = 0;;); de plus, si ¢ < j, alors B(e;,ej) = by
(car si e = e; +ej, on a x; = x; = 1 et &, = 0 pour les autres k, donc
Q(e) :a¢+aj—|—2bij). O

i<j

19.5 Equivalence des formes quadratiques

Deux formes quadratiques @, @’ (resp. bilinéaires symétriques B, B’) sur
F sont dites équivalentes s’il existe un automorphisme v de E tel que pour
tout vecteur z, on a Q'(x) = Q(u(x)) (resp. B'(z,y) = B(u(z),u(y)) pour
tous vecteurs x,y).
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Proposition 19.4. Soient B, B’ des formes bilinéaires symétriques et Q, Q'
les formes quadratiques associées respectives. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) B, B’ sont équivalentes ;

(ii) Q, Q" sont équivalentes ;

(11i) dans des bases appropriées, B et B’ ont la méme matrice ;

(iv) dans les bases appropriées, Q et Q' ont la méme forme polynomiale.

Démonstration. L’équivalence de (i) et (ii) résulte des formules dans le
théoreme 19.1.

(i) implique (iii) : Si B,B’ sont équivalentes, alors B'(z,y) =
B(u(z),u(y)) pour un automorphisme u de F'; soit ey,...,e, une base de
E. Donc u(ey), ..., u(e,) est une base de E'; on a B'(e;, e;) = B(u(e;), u)e;),
donc la matrice de B’ dans la premiere base est égale a la matrice de B dans
la deuxieme base.

(iii) implique (iv) : découle de la proposition 19.3.

(iv) implige (ii) : par hypothese, il existe une base ey, ..., e, et une base
e}, ... e, telles que la forme polynomiale de @’ dans la premiere base est
égale & la forme polynomiale de ) dans le deuxieme. Soit u 'automorphisme
de E qui envoie e; sur €. On a alors pour tout vecteur e = ) . x;e; : Q'(e) =
Q(>>, zi€}), par I'hypothese sur les formes polynomiales. Comme u(e) =
>, xie;, on obtient Q’'(e) = Q(u(e)).

O

Soit B (resp. Q) 'ensemble des formes bilinéaires symétriques (resp. des
formes quadratiques) sur I’espace vectoriel E. Le groupe Aut(E) des auto-
morphismes de E agit a droite sur B (resp. Q), par la formule (B.u)(e, f) =
B(u(e),u(f) (resp. (Q.u)(e) = Q(u(e)). On laisse au lecteur le soin de vérifier
que B.u (resp. Q.u) ainsi défini est bien une forme bilinéaire symétrique
(resp. une forme quadratique), et que I’action est bien une action a droite
(voir 'exercice 19.9). 1l est clair alors que @, Q' sont équivalentes si et seule-
ment si elles ont dans la méme orbite sous le groupe; de méme pour les
formes bilinéaires symétriques.

Par ailleurs, les deux actions sont compatibles avec la bijection entre
formes bilondéaires symétriques et formes quadratiques : si Q,Q’ corres-
pondent respectivement & B, B’ et si u € Aut(E), alors : Q' = Q.u & B' =
B.u, comme le lecteur peut le vérifier par les formules dans le théoreme 19.1.

Il découle des propriétés des actions de groupes que ’équivalence des
formes quadratiques, et des formes bilinéaires symétriques, est bien une re-
lation d’équivalence.
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Exercice 19.9. On suppose qu’un groupe A agit a gauche sur un ensemble
E. Soit K un ensemble. On considére l’ensemble F des fonctions de A dans
K. Pour une telle fonction, soit q, et pour a dans A, on définit la fonction
qg.a: E — K par (q.a)(e) = q(a.e). Montrer qu’on définit ainsi une action a
droite de A sur F.

19.6 Formes bilinéaires symétriques : classification sur C et
R

Théoréeme 19.3. Toute forme quadratique sur C est équivalente a une
forme quadratique de la forme x% + z3 + - + 22, o 7 est le rang de cette
forme. Deux forme quadratiques sont équivalentes si et seulement si elles on
t méme rang.

Théoreme 19.4. Toute forme quadratique sur R est équivalente a une
forme quadratique de la forme 23 + 23+ -+ 22 —a?, , — - —22,,, oule
couple (s,t) est unique. De plus s+t est le rang de cette forme. Deux formes
quadratiques sont équivalentes si et seulement si elles ont méme signature.

On appelle (s, t) la signature de la forme quadratique. Elle est dite définie
positive si sa signature est (n,0), ot n est la dimension de I'espace.

Preuve du théoréme 19.3. 1. Supposons que la forme bilinéaire symétrique
associée est B soit de rang r. Il existe une base orthogonale ey, ..., e, pour B.
La matrice de B dans cette base est la matrice diagonale dont les éléments
sont les B(e;,e;). Le rang de cette matrice est le nombre de e; non nuls.
Quitte a réordonner la base, on peut supposer que B(e;, e;) = 0 pour r > i.
Pour i = 1,...,7, le nombre complexe B(e;,e;) est non nul et nous choisis-
sons une racine carrée de ce nombre, et notons z; son inverse. Remplagons e;
par ze;. Alors B(e;, e;) = 1. Il s’ensuit par la proposition 19.3 que la forme
quadratique est celle de ’énoncé.

2. Découle de la premiere partie, car dans deux bases appropriées les
deux formes ont la méme matrice. O

Preuve du théoréme 19.4. 1. 1l existe une base orthogonale ey, ..., e, pour
B. La matrice de B dans cette base est la matrice diagonale dont les éléments
sont les B(e;,e;). Le rang de cette matrice est le nombre de e; non nuls.
Quitte & réordonner la base, on peut supposer que B(e;, e;) = 0 pour r > i.
De plus, on peut supposer B(e;,e;) > 0 pour i = 1,...,s et B(e;,e;) <0
pour i =s+1,...,r, et on pose t = r — s. Nous définissons le réel a; comme
I'inverse de la racine carrée de B(e;,e;) sii=1,...r, et comme 'inverse de
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la racine carrée de —B(e;, e;) sii =r+1,...,r. Nous remplagons e; par a;e;
pour tous ces i. Alors B(e;,e;) = 1 dans le premier cas, et B(e;,e;) = —1
dans le deuxieme. Dans cette base, la forme est celle de I’énoncé.

2. Unicité de s,t. Nous supposons que la forme quadratique @ a, dans
la base ey, ..., ey, la forme polynomiale donnée dans le théoréeme. Le rang r
de @ est entierement déteminé par Q).

Notons F' = Vect(e, ..., es) et G = Vect(esy1, ..., e,). La restriction de
QaFesta?+---+a2etaG, cest —(a:§+1 + -+ + 22). La premiere est
donc définie positive, et la seconde est définie négative. Soit H, un sous-
espace de F'+ G, tel que la restriction de @ a H soit définie positive. Alors
HNG = 0. Donc la somme H+G est directe et par suite dim(H ) +dim(G) <
dim(F + G) = r. Donc dim(H) < n —dim(G) < s+t —t = s. Il s’ensuit
que s est le maximum des dimensions des sous-espaces de F' + G auxquels
la restriction de ) est définie positive. Cela détermine s de maniere unique.
C’est analogue pour ¢.

3. Si deux formes ont méme signature, il existe deux bases ou elles ont
la méme forme polynomiale. Elles sont donc équivalentes. O

Exercice 19.10. Soient Q1, Qs des formes quadratiques sur les espaces réels
E1, Ey, de signatures (p1,q1), (p2,q2). Soit Q; Eq X Ey — K, Q(z1,22) =
Q1(x1) + Qa(x2). Montrer que @Q est une forme quadratique de signature
(P1+ P2, @1 + q2)-

Exercice 19.11. Montrer que le nombre de classes d’équivalence de formes
quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie, sur le corps C et
sur le corps R, est fini.

19.7 Algorithme de Gauss*

Théoréme 19.5. On suppose que 2 # 0 dans K. Toute forme quadratique
peut s’écrire comme une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
linéairement indépendantes.

Cette décomposition n’est pas unique; et par conséquent, 'algorithme
ci-dessous n’est pas déterministe; il y a des choix en cours de route.

Ce théoreme est une conséquence du théoreme 19.2. Réciproquement,
I’algorithme de Gauss permet de déterminer le rang et la signature d’une
forme quadratique réelle.

Pour prouver le théoreme, nous décrivons cet algorithme : partant d’une
forme quadratique donnée sous la forme d’un polynéme homogene de degré
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2 (voir la proposition 19.3), il donne sa décomposition en somme de com-
binaisons linéaires de carrés polynomes homogenes de degré 1 linéairement
indépendants.

Une partie de l'algorithme repose sur la complétion du carré. Faisons
quelques exemples.

Exemple 19.1. La complétion du carré classique consiste a transformer la
forme quadratique ax? + bxy + cy2 comme suit (on suppose le coefficient a
non nul) :

b b b?
2 2 2 2 2 2 2
b =
ar” + oxy + cy a(z® + amy)—l—cy a(x + 2ay) a4a2y +cy
b o b?—dac ,
alz + %y) a Ty '

On a donc écrit la forme quadratique de départ comme combinaison linéaire
des carrés des formes linéaires x—{—%y et y, lesquelles sont bien linéairement
indépendantes, car a # 0.

Exemple 19.2. On veut écrire la forme quadratique Ty comme somme de
deuz carrés de formes linéaires. On s’appuie sur le fait que (x +y)? + (z —

y)? = 4xy. Donc

ry = —(v+y) 1

1 (z —y)*

Revenons a l'algorithme de Gauss. Soit donc Q(z1, ..., x,) comme dans
la proposition 19.3. Nous commengons par supposer que () contienne un
terme z7 avec coefficient non nul. On peut supposer i = n. On va faire la
complétion du carré avec z,,. On peut écrire Q = a,x2+ f(21,...,Tn_1)Tn+
Q' (x1,...,24-1), out [’ est une forme linéaire et @' une forme quadratique,
ne comportant pas la variable x,,. Alors

1

Q:an(xnﬁ-%

P-4

On conclut par récurrence sur le nombre de variables, appliquée a
la forme quadratique Q' — ﬁ f2, laquelle est une forme quadratique

en ri,...,Tn_1. On obtient que cette derniére est une combinaison
linéaire des carrés de formes quadratiques fi,...,fr en x1,...,%Tp_1
s . , s s 1

linéairement indépendantes. Alors les formes linéaires fi,..., fi,Tn + Zar f

sont linéairement indépendantes (car seule la derniere comporte ), et @
est combinaison linéaire de leurs carrés.
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2

. , . , .
On suppose maintenant qu’aucun monéme x; n’apparaisse dans . On

a alors

Q = ar122 + 1 f1(23, ..., 2n) + 22 fo(23,. .., 2n) + R(x3,...,20),

ou a # 0, et ou fi, fo sont des formes linéaires et R une forme quadratique.
On a

Q= a(r + lfz)(fl‘z + 1fl) +R-— lf1f2
a a a

a

= Z[(m + %fz + x0 + 2]01)2 — (1 + 2]"2 — x9 — 21?1)2)] + Q' (w3,..., 7).

On conclut alors par récurrence sur n, en utilisant le lemme suivant (ap-
pliqué a g1 = %fl + éfg, go = —%fl + %fg, et ou Q' est par récurrence une
combinaion linéaire des carrés de g3, ..., gp, formes linéaires en z3, ..., xp,
linéairement indépendantes).

Lemme 19.1. Soient g1,...,g, des formes linéaires en x3,...,x,, tellles
que g3, ...,gp sont linéairement indépendantes. Alors les formes linéaires
1+ 22+ g1, T1 — 22+ g2, 93, .., gp sont linéairement indépendantes.

Démonstration. O

19.8 Applications de l’algorithme de Gauss*

1. L’algorithme de Gauss permet d’orthogonaliser une forme quadratique
(ce que nous savons déja par le théoreme 19.2, dont la preuve fournit aussi un
algorithme). En effet, soit Q(z1,...,x,) donnée par sa forme polynomiale
dans une certaine base ey, ...,e,. L’algorithme permet de ’écrire comme
une combinaison linéaire ), a;¢;(z1, . .. ,T5,)% de carrés de forme linéaires.

Conformément a la Proposition 19.3, la variable x; représente la forme
linéaire “i-eme coordonnée dans la base précédente” ; autrement dit, c’est la
fonction, notée €7, qui est définie par €; (>, <;<, bjep) = b; (les b; sont les
coordonnées du vecteur dans la parenthese).

Donc chaque forme linéaire ¢y, est combinaison linéaire des fonctions e
(qui sont aussi des formes linéaires). On applique alors un théoréeme qu’on
verra dans un cours sur la dualité (voir [2]) : il existe une base fi,..., f, de
I'espace telle que f;" = ¢; pour tout i. Il s’ensuit que dans cette nouvellle base,
la forme quadratique a la forme polynomiale ), a;z?. D’apres la derniere
assertion de la proposition 19.3, la matrice dans cette base de la forme
biliassociée est diagonale, donc cette base est orthogonale.

2. L’algorithme de Gauss permet le calcul de la signature d’une forme
quadratique réelle. La signature est (s,t), ou s (resp. t) est le nombre de
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coefficients positifs (resp. négatifs) dans l'expression de la forme comme
combinaison linéaire de carrés de formes linéaires.

Exercice 19.12. Sur R?", on définit Q(z1,Y1,%2,Y2,- -, Tny Yn) = 9 Tili-
Montrer que QQ est une forme quadratique et déterminer sa signature.

Exercice 19.13. Trouver un exemple de forme quadratique qui a deux
expressions distinctes comme combinaison linéaire de carrés de formes
linéaires linéairement indépendantes.

Exercice 19.14. Appliquer la méthode de Uexemple 19.1 au formes x*+zy+
y? et 22 + xy — 2, et dire laquelle est définie positive. Plus généralement,
dans cet exemple, o quelle condition la forme quadratique est-elle définie
positive ?

Exercice 19.15. Appliquer la réduction de Gauss auz formes quadratiques
susvantes :

a) xy +yz + zx;

b) xy + yz + 2t + ta ;

c) 2%+ y? + 322 + day + 222 + 2yz ;

d) 2? + 2y% + 32% + 22y + daz + 2yz ;

e) (x+y)? —2* -y

Exercice 19.16. Calculer la signature de la forme quadratique réelle de
l’exercice 19.5.

Exercice 19.17. Calculer la signature de la forme quadratique réelle
Tr(!M M) sur l’espace des matrices carrées réelles d’ordre n.

Exercice 19.18. Calculer la signature des forme quadratiques réelles sui-
vantes :

a) ® +y? + 22 —4(zy + 22 +y2) ;

b) 22 — 2yz — a2 ;

c) 2 + 2y +y?;

d) 2% +zy +y%;

e) ax? + bry + cy?.

Exercice 19.19. Soit Q(M) = —4det(M) + Tr(M)? la forme quadratique
réelle sur Uespace des matrices carrées d’ordre 2. Déterminer sa signature.

Exercice 19.20. (piéges!) Déterminer la signature des deuz formes qua-
dratiques réelles (x —y)? — (y — )% et (x —y)* + (y — 2)* + (z — 2)2.
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20 Formes multilinéaires alternées et
déterminants

Définition 20.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle forme n-
linéaire une application f : E™ — K qui est n-linéaire, c’est-a-dire : quel que
soiti=1,...,n, et quels que soient vj, j € {1,...,n}\ 4, la fonction E —,
v f(v1,.. ., 01,0, V41, ..., Uy) est linéaire.

Nous connaissons déja les cas particuliers ou n =1 ou n = 2.

Définition 20.2. Soit E un espace vectoriel sur K. Une application n-
linéaire f : E™ — K est dite alternée si quels que soient v;, i € {1,...,n},
tels que vj = vy, pour deux indices distincts j, k, on a f(vi,...,v,) =0.

Théoréme 20.1. Soit E = K". La fonction de E™ dans K, qui a n vecteurs
v1,..., Uy associe le déterminant de la matrice dont la j-éme colonne est vj,
est n-linéaire alternée.

Démonstration. Si on fixe les colonnes d’une matrice, sauf la j-eme, et si
on fait varier la j-eéme colonne, on obtient, en prenant le déterminant, une
application linéaire de K™ (vu comme des vecteurs colonnes) dans K (voir
[1] Proposition 13.2).

De plus, le déterminant d’une matrice ayant deux colonnes égales, est
égal a 0. Ceci prouve le théoreme. O

Appelons permutation de {1,...,n} une bijection de cet ensemble dans
lui-méme. On appelle matrice de la permutation o la matrice P, dont
I'élément i, j est 1 si o(j) =i, et 0 sinon.

Par exemple, la matrice de la permutation o(1) = 2,0(2) = 3,0(3) =
0010
. 100 0 . :
1,0(4) = 4 est la matrice Pygjq = 0100l La signature d’une
0 0 01

permutation est par définition le nombre sgn(o) = det(P,). Il découle par
récurrence et du développement de Laplace du déterminant que la signature
est toujours +1, voir 'exercice 20.1.

Théoreme 20.2. Le déterminant d’une matrice n x n A = (ai;) est égal a
> sgn(0)as)1 - Aoy s
g
ot la somme est sur toutes les permutations de {1,...,n}.
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Démonstration. Soient wv1,...,v, les colonnes de la matrice. Son
déterminant est une forme n-linéaire alternée des colonnes, que nous notons
f(v1,...,v,). Nous utilisons la base canonique e,...,e, de K" (vecteurs
colonnes). On a donc det(A) = f(v1,...,vn) = f(O; Gir€iy-.., D> ; Qinki).
Par la n-linéarité de f, ceci est égal a (prendre une bonne respiration)
D ity Gin,d " @iy f(€iys oo o5 €4,). Mais pour que f(ei,...,e€;,) soit non
nul, il faut que iy,...,i, soient distincts; autrement dit, la fonction 1 —
i1,...,m — i, est une permutation o de {1,...,n}; et dans ce cas on
ir=0(1),...,i, = o(n).

Par ailleurs, f(e;,,...,e;,) est alors égal au déterminant de la matrice
dont les colonnes sont, dans cet ordre, les vecteurs e;,, ..., e;, ; cette matrice
n’est autre que la matrice de permutation P,, et par suite son déterminant
est det(P,) = sgn(c). D’ou la formule. O

Exercice 20.1. On rappelle que le déterminant d’une matrice est multiplié
par —1 quand on échange deuz colonnes. Montrer que la signature d’une per-
mutation est 1, et plus précisément, (—1)’“, ot k est le nombre d’échange
de colonnes appliquée a la matrice de cette permutation pour la transformer
en la matrice identité.

Exercice 20.2. Combien y a-t-il de termes dans la formule du théoréme
20.2 7

Exercice 20.3. Ecrire la formule du théoréme 20.2 pour une matrice carrée
d’ordre 2 et 3, et pour les courageuz, aussi d’ordre 4.

21 Exponentielle d’'une matrice réelle ou complexe

Soit M une matrice carrée a coefficients complexes. On appelle exponen-
tielle de M, la matrice notée eM égale &

1
M _ n
M= M, (7)

0<n

ot MY est & interpréter comme la matrice identité de la taille appropriée.
Mais comment définit-on cette somme infinie ?
D’abord, soit (v,) une suite de vecteurs dans C¢. Ecrivons v, =

(Uni, ..., Unq). On dira que cettte suite converge si pour chaque coordonnée
i =1,...,d, la suite des i-emes composantes v,; converge vers une limite
l; ; alors la limite de (v,) est le vecteur (I1,...,l3) € C% Par exemple, pour
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vp = (1/n,e™™) € C2, la suite (v,) converge, car les deux suites (1/n) et e™"

convergent vers 0 et 1 repectivement ; donc v, = (1/n,e™") tend vers (0,1).

Pour une somme infinie de vecteurs ) vy, le critére est que chaque
composante ) vy; converge. On utilisera la condition suffisante suivante :
pour que Y v, converge, il suffit qu’elle converge absolument, c’est-a-dire
que les séries numériques ) . |vp;| convergent, ot |z| est le module du nombre
complexe z.

La convergence de la somme infinie (7) se démontre de la maniere sui-
vante. Notons z,;; le coefficient i, j de la matrice %M ™. D’apres ce qui
précede, il suffit de montrer que pour chaque couple 4, j, la somme ) |2y
converge.

Notons |A| le maximum des modules des coefficients de la matrice A. Si
A = (a;5) et B = (b;;) sont des matrices carrées de taille d x d, le coefficient
i,k de leur produit est }a;jbjy; donc son module est < > |a;;bjx| =
> lai||bjk| < d|A[|B]. 1l s’ensuit (récurrence sur n) que [M"| < d"[M|".
Par conséquent |zp;;| < 2d"|M|" et par suite >, |znij| converge (car elle
est majorée par la série convergente >, L (d|M|)" = edMl),

Tous ces efforts nous donnent que e est bien définie. Calculons-la dans
les cas particuliers o M est diagonale, et ou M est nilpotente, et puis
donnons une méthode générale.

Supposons que M soit une matrice diagonale M = Diag(aq,...,an).
Alors eM = Diag(e®™, ..., e%).

Supposons que M soit une matrice nilpotente, avec M"™ = 0; alors e
ZO§n<r %M”, qui est une somme finie.

M:

Supposons que M soit conjuguée a une autre matrice : M = P~INP.
Alors e = P~ 1eN P ceci découle de ce que la fonction N — P~INP est
linéaire, préserve le produit, et qu’elle est continue (j'omets les détails). Ceci
s’applique en particulier au cas ou N est diagonale, et ol on connait P ; ce
qui permet de calculer M.

Enfin supposons que M = M; + My ou My et My commutent (pour
le produit!). On a alors eM = eMieM2 (pas vrai sans la commutation!).
Pour le démontrer, on tire avantage de la convergence absolue, qui permet
de manipuler les sommes infinies comme si elles étaient des sommes finies :
associativité et commutativité. On a en effet e = > L (M 4+ My)" =
>on %Ziﬂ-:n (’Z)M{Mg, et c’est ici qu'on utilise la commutation. Donc

M _ 11 ariagd — 1 a7 1as0 — My Ms
e _Z M1M2—Z M1ZjﬁM2—€ e,

i,§ 4l 5! il
Tout ceci fournit une méthode théorique, et aussi pratique, pour calculer
I’exponentielle d’une matrice M : on écrit M = M; + M, ou ces deux

matrices commutent, ou M; est diagonalisable et ou Ms est nilpotente. Donc
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M, = P'DP, D matrice diagonale, M nilpotente. Et on applique ce qui
précede : eM = Mz,

11

Exemple 21.1. Prenons M = [ 0 1

nilpotente, de carré nul; de plus I et M commutent. On a e’ = S
els, eN:Z(Kn%N”:IQ—i—N:M et enfin eM = el, M = [ 8 Z ]

Exercice 21.1. Calculer les puissances de A, et puis directement [’exponen-

tielle de la matrice tA, avec A = [ _01 (1) , en tirant avantage des formules
sin(t) =t —t3/6 +t5/5! — ..., cos(t) = 1 — t2/2 + t*/4] —
M

Exercice 21.2. 1. Montrer que e=™ est Uinverse de eM. 2. Montrer que

pour k € Z, M = (eM)k,

22 Solutionnaire des exercices (esquisses)

1 20
4.8 La matrice sont les lignes sont ces trois vecteurs est 01 2
1 11

v

Son déterminant est 144 — 2, qui vaut 3 dans R. Comme 3 # 0, les vecteurs
forment une base de R3.

4.9 La méme matrice, mais vue dans [F3, a déterminant nul dans F3. Ces
vecteurs ne forment donc pas une base de F3.

4.11 Si Vect(vy, . ..,v,) = Vect(vy, ..., v,—1), alors v, € Vect(vy,...,v,)
donc v, € Vect(vy,...,v,—1), donc v, est combinaison linéaire de
Ulyeey Un—1-

Remproquement si v, est combinaison linéaire de wvq,...,v,_1, On
peut écrire v,, = ZZ . ! a;v;. Alors tout vecteur v dans Vect(vl, ceyUn)s
qui s’écrit donc v = 7Y b iVis S éerit aussi v = Y= b +
bnvnzzlnlbvz—i—bz azvzzzlnlbvz—l—zln%baivi:
Zz " 1(b + bpa;)v;. Donc v 6 Vect(Vi,...,vp—1). On a donc l'inclusion
Vect(vl, ..., Un) C Vect(vy,...,vp—1), et I'inclusion inverse est évidente.

5.4 Pas injective ((0,0,0,1) est dans le noyau), surjective, le rang est 3.

5.11 Le noyau est K x {0} et I'image aussi est K x {0}.

6.4 La trace de AB est Z;ZL Zgzﬁ’ a;jbji. Celle de BA est

=p J =n .
Zz 1 —1 bijaji.
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6.5 Le déterminant est a? + b* + ¢* — 2a%b% — 2a2c® — 2b%c%, qu’on peut

(mais ne doit pas) factoriser en (a+b+c)(a—b—c)(—a+b—c)(—a—b+c).

6.6 Par échanges successifs de deux colonnes, on peut mettre la matrice

A 0

B C

A,C. On a donc det(N) = (—1)*det(M), ou a,c est ordre de A,C. De
plus, det(N) = det(A) det(C).

7.2

7.3 Si y € Ker(p) NIm(p), alors y = p(z), donc 0 = p(y) = p(p(z)) =
p?(r) = p(x) = y. Siz est dans V, alors = x—p(z) +p(z) € Ker(p)NIm(p),
car p(z — p(x)) = p(z) = p*(z) = 0.

7.4 La condition est nécessaire : en effet, si (£} + -+ + E;) N Ej41 # 0,
alors il existe un vecteur v; non nul dans cette intersection. Alors v; = v1 +
...+v;_1, ot chaque v; est dans Ej, et par suite 0 = —vi+...+(—v;—1)+v; a
deux écritures distinctes comme somme de vecteurs dans F;, ce qui contredit
la définition de somme directe.

La conséquence est suffisante : supposons que 0 = vy + ... + vy, avec
chaque v; dans Ej, et, raisonnant par 1 ’absurde, qu’ils ne soient pas tous
nuls. Soit ¢ le plus grand tel que v; # 0. Alors v; = —v1 — ... —v;_1 €
(E1+ -+ E;)) N Ei;1; donc v; = 0, contradiction.

7.6 C’est une conséquence directe de la proposition 7.3.

7.7 Enoncé de la réciproque : on suppose que la matrice de ’endomor-
phisme f est, dans une base de V, sous la forme d’une matrice diagonale
par blocs, comme dans 1’équation (1), ou les M; sont des matrices carrées
d’ordre n;. Soient F; le sous-espace engendré par les ny premiers éléments
de la base, Es celui engendré par les no suivants, etc . ... Alors V est somme
directe de F1,..., E, et ce sont des sous-espaces stables sous f.

8.1 L’image de ¢ est ’ensemble des v + w,v € V,w € W, et donc par
définition, c’est V 4+ W. Le noyau de ¢ est l'ensemble des (v,w) tels que
v+w = 0; cette égalité signifie que w = —v, ce qui implique que v € VW ; il
s’ensuit que le noyau est comme indiqué. Ceci implique aussi que la premiere
projection V-x W — V, (v,w) — v, restreinte a Ker(y), envoie Ker(y) dans
VNW, et c’est un isomorphisme. Le théoréeme du rang appliqué a ¢ prouve
alors la formule.

9.1 L’identité I — M? = (I — M)(I + M) montre que 'inverse de I — M
est I + M. Pour n quelconque, on utilise l'identité, I — M™ = (I — M)(I +
M+ 4+ M.

9.2 Clest 3 + 2.

9.3 Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit
des déterminants des blocs diagonaux.

sous la forme triangulaire par blocs N = , ol a,c est 'ordre de
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9.4 On a BA = B(AB)B™! et on applique la proposition 9.2.

9.5 Si V n’est pas irréductible sous I'action de f, il existe un sous-espace
W de V qui est stable sous f, avec 0 < p = dim(W) < dim(V). Il existe
une base v1,...,v, de V telle que v1,...,v, est une base de W. Dans cette
base, la matrice de f est triangulaire par blocs, de la forme ( 61 g >, ou
les matrices A, D sont carrées d’ordre p et n — p. Par suite, le polynome
caractéristique de f est le produit de ceux de A et D, qui sont de degrés p
et n — p, et n’est donc par irréductible.

9.6 Le polynome caractéristique est P(x) = det(zl, — M); si on
y fait £ = 0, on obtient que le terme constant de ce polynome est
det(—M) = (—1)"det(M). Notons N = zI, — N. Pour la trace, il faut
développer le déterminant det(N) selon la premiere ligne, et on obtient
(x — mqy)det(N') 4+ myadet N2 — myzdet N3 + ... Les n — 1 der-
niers termes sont des polyndémes de degrés < n — 2, et ne contribuent
donc par au coefficient de #"~! dans P(z). On a N'! = I, 1 — M,
et par hypothése de récurrence, det(N'' = 2"t — Tr(MMUa"=2 4 ...
donc P(z) = 2™ — (mqy + Tr(N)z" 1 + ... et on peut conclure car
Tr(M) = my1 + Tr(M).

9.7 Preuve fausse : si on substitue M a x dans Tr(zl, — M), on obtient
Tr(MI, — M) = Te(M — M) = Tr(0) = 0. Prenons une matrice 2 fois
2 générique M, avec des coefficients a,b,c,d; on a alors Tr(xly — M) =
2x —a — d; lorsqu’on y substitue M a x, on trouve 2M — (a + d) 12, qui est
nul si et seulement si M est la matrice als.

10.1 f est un automorphisme de V < f a un noyau nul < Vo € V' \
0, f(v) # Ov < f n’a pas la valeur propre 0.

10.2 Si f(v) = M, alors v = f~1(f(v)) = Af L (v), donc f~1(v) = Ao
Les valeurs propres de f sont les inverse de celles de f~!.

10.3 Si f(v) = v, alors par récurrence, f™(v) = A"v. Si P =", 2%, alors
P(N(©) = ¥y aif"(v) = 3 aikiv = (X, aid)o = P

10.4 Si f(v) = Av, alors f(av) = af(v) = alv = (aX\)v € D; donc D est
stable. Réciproquement, si D est stable, f(v) est un mutiple scalaire de v,
donc v est un vecteur propre de f.

11.2 Les valeurs propres sont 0 et —1. Les vecteurs colonnes du noyau sont
les t(x,y, 2) qui satisfont 22 —y+2z = 0,10z —5y+7z = 0,4x —2y+22 = 0;
par calcul, on trouve donc que le noyau est engendré par le vecteur *(1,2,0).
Les vecteurs colonnes qui sont dans le noyau de f + idy satisfont le systéeme
20 —y+ 2z = —x,100 — 5y + 72 = —y, 4o — 2y + 22z = —z; le calcul montre
que ce sous-espace est la droite engendrée par {(—1,1,2). La matrice n’est
donc pas diagonalisable, car le sous-espace engendré par les vecteurs propres
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n’est pas l’espace tout entier.

11.3 D’apres 'exercice mentionné, I’espace est somme directe du noyau
de Ker(p —id) et de Ker(p). Or ceux-ci sont des sous-espaces propres. Donc
on applique la proposition 11.2.

11.4 Le calcul montre que le polynéme caractéristique est x3. Donc
I'unique valeur propre est 0. Si ’endomorphisme était diagonalisable, ce
serait ’endomorphisme nul.

11.5 Le calcul montre que le polynéme caractéristique est (z — 1)(x —
2)(x—3). Donc les valeurs propres sont dictinctes et on applique le théoreme
11.1.

11.6 Le noyau de f — A;id est Kv;. On a f(g(v;)) = g(f)vi) = g(\iv;) =
Aig(v;). Donc g(v;) € Ker(f — A\;id). Donc g(v;) = p;v; pour un certain
scalaire p;.

12.1 Cest (z — 1)(z — 2).

12.2 Soit E l'ensemble des éléments diagonaux de la matrice. Le po-
lynéme minimal est alors [y p(z — A).

12.3 Clest (x — 2)%(z — 3).

12.4 Si P(z) est un polynome, alors P(M) est la matrice diagonale par
blocs, dont les blocs diagonaux sont les matrices P(My),..., P(My). Donc
P(M) est nul si et seulment si chaque P(M;) est nul, ce qui signifie que P est
multiple du polynéme minimal P; de M;. Donc P est le plus petit multiple
commun de Pi,..., P;.

13.2 Soit (a;; la matrice de f dans la base vi,...,v,. On a alors
f(v;) = >, aijv;. Définissons u1 = vy, us = vp—1,...,u, = v1 et (b la
matrice de f dans la base uy, ..., u,. Alors >, bjju; = f(uj) = f(vp41—j =

> i int1—jVi = D ; Qint1—jUnt1—i- En posant i = n + 1 — i, ceci est égal
A& =D i Oppl—if ppl—jUit = Y Opgl—imt1—jU;. DONC bij = Gpy1—int1—i : les
deux matrices s’obteinnetn 1'une de 'autre par symétrie par rapport a leur
centre. On conclut I'exercice, car si I'une est triangulaire supérieure 'autre
est triangulaire inférieure.

1530nag:=f"—a, 1f" - —aif —agid = 0. En effet g(v) = 0.
Par conséquent, puis que f et g commutent, fi et g commutent aussi, donc
g(fi(v)) = fi(g(v)) = 0. Donc g = 0 puisque g(e;) = 0 pour tout i =
1,...,n. Donc le polynéme minimal de f divise 2" —a,,_12" ' — - - —a12—0y.
Les puissances f*, ..., f,id sont linéairement indépendantes si k < n, car les
vecteurs f*(v) = ep_1,..., f(v) = ez,v = e sont linéairement indépendants.
Donc le polynoéme minimal de f est de degré au moins n. Il s’ensuit que c’est
bien 2" —ay,_12" 1 — - -—ayz—ag, et c’est aussi le polynome caractéristique.

16.3 a) {z}, dimension 1; b){w, z}, dimension 2; ¢){v,w, z}, dimension
3; d){u,v,w,z}, dimension 4; e) méme chose que d).
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16.4 La dimension de V est celle du noyau de I’endomorphisme nul, qui
est f2, donc sa dimension est 11. Le maximum des longueurs de chaines est
2, car I'index de nilpotence de f est 2. Comme 11 =5-1+ 3 -2, le type de
la base de Jordan est {1,1,1,1,1,2,2,2}.

16.5 {1,1,2,2,3,4}. Pour comprendre ceci, on peut disposer des étoiles
par colonnes, représentant les dimensions des noyaux : la premiere colonne
pour le noyau de f, les deux premieres pour le noyau de f2, etc...

*

* X ¥ X X X
* X X X

Les longueurs de lignes sont alors les longueurs des chaines.

16.6 On peut commencer par l’exemple courant. L’image de f est
Vect(v12,v13,v32), c’est-a-dire les buts des fleches du graphe. L’image de
f? est Vect(v13), car vi3 est I'unique but d’un chemin de longueur 2 dans le
graphe. Quant & I'image de f3, elle est nulle. On a f3 = 0.

Avant de faire le cas général, on peut considérer une base de Jordan avec
une seule chaine, de longueur n, donc avec n vecteurs. L’image de f est de
dimension n — 1, celle de f? est de dimension n — 2, etc... On a f* = 0.

Cas général : avec les notations de la définition 16.1, I'image de f
est Vect(vyj,i = 1,...,k,j = 2,...,n;). Ces vecteurs sont linéairement
indépendants, donc la dimension de I'image est > ,(n; — 1), autrement dit
n — k, si on note n la dimension de ’espace ambiant. Du reste, on peut
déduire ceci du théoreme du rang et du lemme 16.2.

Pour ce qui est de I'image de f?, elle est engendrée par les vecteurs Vi
avec j > 2. Sa dimension est donc la somme des n;; — 2, ou la somme est
sur tous les i tels que n; > 2.

Plus généralement, la dimension de I'image de f” est la somme de tous
les n; — 7, ou on fait la somme sur les 7 tels que n; > r.

En particulier, I'image de f" est nulle dés que r est > au maximum des
n;. On a donc f7 = 0 si r est égal & ce maximum, et c’est I'exposant de
nilpotence de f.

16.7 Il y a une seule chaine de longueur n ; autrement dit le type est {n}.

16.8 Il y a une chaine de longueur n — 1 et une chaine de longueur 1;
autrement dit le type est {n —1,1}.

16.9 On f(c — a) = 0. Comme a,b,c — a,d est une base de 'espace
ambiant, et que de plus f(a) = b, f(b) = d, f(d) = 0, on cette derniére base
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est une base de Jordan, avec graphe : a > b — d — 0,¢ —a — 0. Son type
est {3,1}.

16.10 L’exposant de nilpotence est n. On peut le montrer de plu-
sieurs manieres. Par exemple, on peut trouver une formule pour MT,
r=1,2,...,n, ou interviennent les coefficients binomiaux.

On peut aussi montrer, de maniere plus paresseuse, montrer que M" est
une matrice triangulaire inférieure A = (a;j), avec a;; = 0 pour tous les
Jj <i—r+1, alors que les coefficients a;;—, sont égaux a 1.

Pour la base de Jordan, on peut peut utiliser ’exercice 16.6. Comme
I’exposant de nilpotence est égal a la dimension de I’espace ambiant, la base
de Jordan ne peut avoir qu'une seule chaine; elle donc de type {n}, et la
forme de Jordan de la matrice est un bloc de Jordan nilpotent d’ordre n.

16.11 On a en effet f(u) = v+w, f(v+w) = w, f(w) = 0. Le graphe est
u—v+w—w—0.

16.12 Les types possibles sont {3}, {1,2} et {1,1,1}. Les exposants de
nilpotence sont respectivement 3, 2 et 1. Pour les 4 matrices indiquées, les
exposants de nilpotence sont repectivement 3, 2, 2, 3.

16.13 Les types possibles sont {4}, {1, 3}, {2,2}, {1,1,2} et {1,1,1,1}.
Les exposants de nilpotence sont respectivement 4, 3, 2, 2, 1. On ne peut
donc déduire le type de ’exposant de nilpotence.

16.14 Les deux premieres matrices ont deux valeurs propres distinctes A,
u disons, car le discriminant de leur polynéme caractéristique est non nul
dans les deux cas. Donc ces matrices sont diagonalisables et on a deux blocs
de Jordan d’ordre 1.

La troisiéme matrice M3 a la valeur propre 2 a la multiplicité 2. Comme
Ms # 215, la forme de Jordan est un seul bloc de degré 2.

La quatrieme matrice est diagonalisable car elle a les valeurs propres
distinctes 1, 2, 3.

La cinquieéme matrice a trois valeurs propres distinctes, elle est donc
diagonalisable, donc les blocs de Jordan sont de taille 1.

La sixieme matrice Mg a la valeur propre 3 avec multiplicité 3; le carré
de Mg — 313 n’est pas nul, donc il y a un seul bloc de Jordan d’odre 3 et de
valeur propre 3.

Enfin, la dernieére matrice M7 a la valeur propre 3 avec multiplicité 3 ;
My # I3, donc M7 n’est pas diagonalisable; le carré de My — 3I3 est nul,
donc il y un bloc de Jordan d’ordre 2 et un d’ordre 1, tous les deux associés
a la valeur propre 3.

16.15 La forme de Jordan dépend des égalités entre les trois racines a, b, c.

Si elles sont distinctes, la matrices est diagonalisable, et il y a donc 3
blocs de Jordan d’ordre 1.
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Sia = b # ¢, alors on peut avoir deux polynémes minimaux : le polynéme
caractéristique, ou (z—a)(z—c). Dans le premier cas il y a un bloc de Jordan
d’ordre 2 (valeur propre a) et un bloc de Jordan d’ordre 1 (valeur propre c).
Dans le deuxieme cas, la matrice est diagonalisable.

Sia =0b = ¢ alors il peut y avoir deux polynémes minimaux : le po-
lynome caractéristique, (x —a)? ou z — a. Dans le premier cas, il y a un bloc
de Jordan d’ordre 3. Dans le deuxieme cas, il y a un bloc d’ordre 2 et un
d’ordre 1. Dans le troisieme cas, la matrice est diagonalisable.

17.1 On a (@/l[zll, 2/l|z|l) = (1/[|z|*){z,z) = (1/]|z]]*)||z|]* = 1. Donc
||| = 1.

17.2 On vérifie sans peine que c’est une forme bilinéaire. Soit (a,b) € R2.
Alors ((a,b), (a,b)) = a® + b* + ab = (a + 1/2b)% + 3/4b*> > 0, et ¢a vaut 0
seulement si (a,b) = 0.

17.3 On a (az,ax) = a*(x,z) = a?||z||>. Donc ||az|| = /(az,ax) =
alllzl

Onallz]|=0& (z,2) =0 2 =0.

L’inégalité est équivalente a I'inégalité obtenue en élevant les deux cotés
au carré. On a ||z + y||> = (x +y,z + 1) = ||z]]* + ||y||* + 2(z,y) (relation
de polarisation) et (||z|| + ||y|[)? = ||z||* + ||y||* + 2|z|| ||y||- I s’agit donc
de montrer que (x,y) > ||z||||y||, ce qui découle de I'inégalité de Cauchy-
Schwartz.

Enfin, par le calcul précédent, on a 1’égalité ||z + y|| = ||z|| + [|y|| si
et seulement si (x,y) = ||z||||y||. Cette derniere égalité est équivalente a
(x,y) > 0 et |(z,y)| = ||x|| ||ly||- Par le théoreme 17.1, ceci est équivalent &

(x,y) > 0etx =00uy =azr (a € R). Mais y = ax avec x # 0 et a < 0
implique (x,y) < 0. d’ou la conclusion.

17.5 Un vecteur v est dans X si et seulement s’il est orthogonal & tout
vecteur dans X, et ceci est équivalent & v € z pour tout z dans X. D’ou
I’assertion sur l'intersection.

Comme l'intersection de sous-espaces est un sous-espace, il suffit de mon-
trer que z est un sous-espace pour tout vecteur z. Or la fonction v — (v, )
est une application linéaire de ’espace euclidien vers R. Son noyau est un
sous-espace, et c’est justement xt.

17.6 Soit u € V. Donc par définition, u est orthogonal & tout v dans V.
Par suite il est orthogonal & tout 2 dans X (car X C V) et donc V+ ¢ X+

Réciproquement, soit u € X+, donc orthogonal & tout = dans X. Soit
ve V. Alors v =3 azx, donc (u,v) = (u,y , azx) = Y az{u,z) = 0.
Donc u € V.

Dot : V+ = X+,
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17.9 On a tMM = I, et det(M) = det(*M). Donc det(M)? = 1, et
det(M) = £1.

17.10 On note M, la matrice de I’énoncé. On montre que pour deux
permutations ¢ et 7, on a toujours M,M, = M,.,. Ensuite que MU_1 =
M, et on en déduit que M, ! =tM,.

Autre solution : soit ’endomorphisme f dont la matrice dans la base
orthonormale ey, ..., e, est My. Alors f(ej) = e, (;). Donc (f(ej, f(ex)) =
(€a(j)s €ak)) = Oa(j),o(k) = Ojk- Donc la base e, (1), . . ., €5(n) est orthonormale
et on applique le théoreme.

17.11 Une isométrie préserve le produit scalaire. On en déduit facilement

I'exercice.

17.12 Soit M = CCL Z ] une matrice orthogonale d’ordre 2. On a donc

[ CCL Z] [ Z 2] = [ (1] (1) ].Qadonnea2+b220,ac+bd:0, A4+d? =
1. La deuxiéme équation implique que (¢,d) = e(—b,a). La premiére que
a = cos(t),b = sin(t). La troisitme donne alors 1 = e?, donc e = =+1.

19.19 On a Q(M) = —4(ad —bc) + (a+d)? = (a—d)? +4ad — dad + 4bc =
(a—d)?+4bc = (a—d)? + (b+c)? — (b—¢)?. C’est une combinaison linéaire
de 3 formes linéaires; comme il y a deux coefficients positifs et un négatif,
la signature est (2,1).

20.2 n!

20.3 ai1a22 — ag1a12; a11022033 — A21012033 — A11432023 + 021432013 +
a310a12a23 — a31092413. Pas courageux.

21.1 Soit A cette matrice. Alors la suite des puissances de A une période
égale a 4, avec AY = I, A' =1, A> = —I5, A> = —A. On en déduit que
le coefficient 1,1 de exp(ta) est 1 — 2/2! + t*/4] — ... = cos(t). Pour les
autres coefficients, un calcul analogue conduit & la conclusion exp(tA) =

cos(t)  sin(t)

—sin(t) cos(t)
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sous-espace caractéristique, 31
sous-espace engendré, 8
sous-espace propre, 23
sous-espace vectoriel, 6
stable, 16
supplémentaires, 15
sur-corps, 4

symbole de Kronecker, 47
symétrique, 44

théoreme fondamental de 1’algebre, 4

triangularisable, 29

unitaire, 4

valeur propre, 22

valeurs singulieres, 50
vecteur, 6

vecteur propre, 22
vecteurs orthogonaux, 45

zéro, 3

équivalente, 56
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