Algebre linéaire 3

Christophe Reutenauer
Laboratoire de combinatoire et d’informatique mathématique,

Université du Québec a Montréal

23 juin 2026

Table des matiéres

Introduction

Quotient d’un espace par un sous-espace

2.1 Quotient . . . . . . ...
2.2 Propriété universelle du quotient . . . . . . . ... ... ...
2.3 Base et dimension du quotient . . . . ... .. ... ... ..

Dualité

3.1 Formes linéaires, espace dual d'un espace vectoriel . . . . ..
3.2 Basesduales. . . . .. ... ... o
33 Bidual . . . ..o
3.4 Orthogonalité . . . . . . . ... .. .
3.5 Dual d’un sous-espace et d’un quotient . . . . . .. .. .. ..
3.6 Transposée d’une application linéaire . . . . . .. .. ... ..

Groupe orthogonal d’un espace euclidien, Groupe unitaire
d’un espace hermitien
4.1 Adjoint d’'un endomorphisme par rapport a une forme bi-
linéaire symétrique non dégénérée . . . . . . ... ... ..
4.2 Le groupe orthogonal . . . . . .. ... ... .. ........
43 Etudede O(2,R) . . .. ... ... o
44 Etudede O(3,R) . . . .. ... .
4.5 Théoreme de Cartan-Dieudonné . . . . . . . . ... ... ...
4.6  Sous groupes finis de SO(3) et polyedres réguliers. . . . . . .
4.7 Groupe unitaire . . . . . ..o
4.8 Décomposition polaire . . . . .. . .. ... ...



5 Produit tensoriel 32

5.1 L’espace vectoriel KX)o L 32
5.2  Construction du produit tensoriel E® F . . . .. .. ... .. 34
5.3 Applications bilinéaires . . . . . . ... ... 36
5.4  Propriété universelle du produit tensoriel . . . . .. ... .. 37
5.5 Isomorphismes canoniques : neutre, commutativité et asso-
ciativité . . . .. 38
5.6 Isomorphismes canoniques : applications linéaires . . . . . . . 39
5.7 Produit tensoriel de nespaces . . . . . ... ... 41
5.8 Algebre tensorielle . . . . . ... Lo 42
6 Produit extérieur 44
6.1 Applications bilinéaires alternées . . . . . . . .. ... .. .. 44
6.2 Carré extérieur d'un espace . . . . . . .. ... 45
6.3 Puissance extérieure d'un espace . . . . ... ... L. 48
6.4 SOUS-ESPACES . .« &+ v v v e e e e e e e e e e e e e e 49
6.5 Algebre extérieure . . . . ... 49

7 Compléments sur les espaces vectoriels : dimension infinie 49

7.1 Existence d’une base dans le cas de la dimension infinie . . . 50
7.2 Applications linéaires . . . . . . . .. ... ... .. ...... 52
7.3 Non isomorphisme de I'espace et de son bidual . . ... ... 52
8 Compléments sur les espaces vectoriels : corps non commu-
tatif 52
9 Modules sur un anneau 54
9.1 Définitions et exemples . . . . . . ... Lo 54
9.2 Combinaisons linéaires, bases et modules libres . . . . . . .. 56
9.3 Torsion . . . . ... e e 58
10 Modules sur un anneau commutatif principal integre 58
10.1 Mise sous forme diagonale des matrices sur A . . . . .. ... 59
10.2 Unicité de la forme diagonale . . . . . ... ... ... .... 61
10.3 Sous-modules de AP . . . . . ... L o 62
10.4 Structure des A-modules finiment engendrés . . . . . . . . .. 64
10.5 Unicité de cette structure . . . ... ... ... ... ..... 65
10.6 Application 1 : groupes abéliens finiment engendrés . . . . . . 65
10.7 Application 2 : réduction d’'un endomorphisme d’un espace
vectoriel . . . . . L L L e 66



11 Solutionnaire (esquisses) 69

1 Introduction

Dieu me pardonne, dit Bussy, je crois qu’il parle tout seul. Allons, ce n’est
ni un wrogne ni un fou : c¢’est un mathématicien qui cherche la solution
d’un probleme.

Alexandre Dumas

La dame de Monsoreau

Ce cours fait suite au cours d’algebre linéaire 1 et 2, dont on pourra lire
les notes [R 1, R2]. Nous notons K un corps commutatif, comme par exemple
Q,R,C,F, = Z/pZ, ou p est un nombre premier.

Soient E, F' des espaces vectoriels sur K. On note L(E, F') le K-espace
vectoriel des applications linéaires de F vers F'.

Remerciements a Julien Keller, qui a rédigé la section 4 (je I’ai un peu
modifiée).

2 Quotient d’un espace par un sous-espace

Tres judicieusement conclu, répondit Paganel, d’apres cet axiome
géométrographique, que deux iles semblables a une troisiéme se ressemblent
entre elles.

Jules Verne

Les enfants du capitaine Grant

2.1 Quotient

Soit V' un espace vectoriel et H un sous-espace. Pour v € V, v + H
désigne l’ensemble {v + h,h € H}. On est fondé a appeler cet ensemble le
translaté de H par v. Cas particulier : 0+ H = H.

Définition 2.1. Le quotient de V par H, noté V/H, est l’ensemble des
translatés de H par tous les vecteurs de V.

Autrement dit : V/H = {v+ H,v € V}. Attention : V/H n’est pas
un sous-ensemble de V', mais un sous-ensemble de P(V) (= 'ensemble des
sous-ensembles de V).



Proposition 2.1. Siu,v € V, on a u+ H = v+ H si et seulement si
u—v e H.

Cas particulier : u + H = H si et seulement si u € H.

Démonstration. Remarquons que v € u+ H. Si u+ H = v + H, alors
u € v+ H, donc il existe h € H tel que u =v+ h et doncu—v=h € H.
Réciproquement, si u—v € H, alors il existe hinH tel que u = v+h ; donc
u+H =v+h+H =v+(h+H) =v+ H. Symétriquement, v = H C u+H,
d’ou égalité. O

Définition 2.2. On note u = vmod H pour dire que u —v € H, ou de
maniere équivalente, que u + H = v + H.

L’ensemble V/H devient un espace vectoriel de la maniére suivante : la
somme de deux translatés u + H et v + H est u + v + H (avec abus de
notation, car on devrait écrire (u 4 v) + H); le produit externe de a € K et
de v+ H est av + H.

Il faut vérifier la cohérence de ces définitions.

La fonction 7 : v — v+ H est une application linéaire surjective, appelée
la projection canonique de V sur V/H :

w(v) =v+ H.

On a en particulier Oy/y = H, le zéro de V/H. Comme tous les éléments de
V/H sont des translatés de H, 7 est surjective. De plus, le noyau de 7 est
H : en effet, m(v) = Oy g si et seulement si v + H = H, c’est-a-dire v € H.

On appellera représentant de X € V/H tout vecteur v tel que X = v+H.

Exercice 2.1. Montrer que V = UXGV/H X. Montrer que cette réunion est
disjointe, c’est-a-dire : st X, Y € V/H et X rencontre Y, alors X =Y.

Exercice 2.2. Montrer que v est un représentant de X € V/H si et seule-
ment st v € X.

Exercice 2.3. Montrer que u = vmod H définit une relation d’équivalence
sur V.

2.2 Propriété universelle du quotient

Théoréme 2.1. Soit f : V. — W une application linéaire, H son noyau et
la projection canonique V- — V/H. Il existe une unique application linéaire
f:V/H — W telle que f = fon. De plus, f est injectif; si f est surjectif,
f Uest aussi.



Démonstration. Unicité de f : on veut que f = fom; donc pour tout v dans
V, on doit avoir f(v+ H) = f om(v) = f(v), ce qui montre I'unicité de f.

Existence de f : on définit f par f(v+4 H) = f(v). C’est bien défini, car
siv+ H =9+ H, alors v —v' € H = Ker(f), donc f(v) = f(¢').

Il faut aussi vérifier que f ainsi définie est linéaire : cela découle de la
définition de la somme et du produit externe dans V/H.

Montrons que f est injectif : si v + H est dans son noyau, alors 0 =
f(v+H) = f(v) donc v € H, donc v+ H = H, le zéro de V/H. Donc f est
injective.

Si f est surjective, alors f 'est aussi, car f(v) = f(v + H). O

Corollaire 2.1. Im(f) est isomorphe a V/Ker(f).

Si f est surjectif, ¢a dit donc que W est isomorphe a V/ Ker(f).

2.3 Base et dimension du quotient

Théoréme 2.2. SiV est de dimension finie, alors V/H est de dimension

dim(V') — dim(H). Plus précisément, si v1,...,v, est une base de V telle
que v1,...,vn est une base de H, alors vp11 + H,...,v, + H est une base
de V/H.

On notera qu’une telle base de V existe toujours (théoreme de la base
incomplete).

Démonstration. Notons 7 la projection canonique V. — V/H. Les vec-
teurs m(vp41), ..., m(vy) engendrent V/H. En effet, soit v + H un élément
quelconque de V/H ; on peut écrire v = ) a;v;; alors v + H = 7w(v) =
Yo aim(vi) = Y i aim(vs), car les vecteurs 7(v;) sont dans le noyau de m
quand 7 =1,...,h.

Les vecteurs 7(vp41), - - . , m(vy,) sont linéairement indépendants : en effet,
si Y iop@im(v;) = 0, alors 0 = 7(3 ;. a;v;), done 7(3_,-, a;v;) est dans le
noyau de 7, qui est H. Donc th a;v; = ZKh a;v;, et ceci n’est possible
que si les a; sont tous nuls. O

On notera que ce théoreme, joint au corollaire 2.1, implique le théoréeme
du rang (théoreme 8.2).

Exercice 2.4. Soient V,W des sous-espaces de E, espace vectoriel de di-
mension finie. Soit m:V +W — (V. + W) /W la projection canonique. Soit
i:V — V 4+ W linjection canonique, c’est-a-dire i(v) = v pour tout v € V.
Soit f = woi. Montrer que le noyau de f est V. NW. Montrer que f est



surjective. En déduire que (V + W)/W est isomorphe a V/(V N W). En
déduire que dim(V) + dim(W) = dim(V N W) + dim(V + W).

Exercice 2.5. On considére deuzx applications linéaires f : A — B et g :
B — C, ou f est injective, g surjective et Im(f) = Ker(g). Montrer que
dim(A) — dim(B) + dim(C) = 0. Indication : trouver une base by, ..., by, de
B telle que by, . .., by soit une base de Im(f) et montrer que g(by+1),-..,9(bn)
est une base de C.

Exercice 2.6. On considere l'espace vectoriel K[z] et son sous-espace V
dont les éléments sont les polynomes dont le terme constant est nul. Montrer
que P = QmodV si et seulement si P, () ont méme terme constant.

Exercice 2.7. Pour P,Q € Klx| définissons P ~ Q si et seulement si les

sommes des coefficients de P et Q sont égaux. Déterminer un sous-espace
W tel que : P ~ @Q < P = QmodW.

3 Dualité

Bourbaki a bu un coup de trop, ce matin.
Charles-Ferdinand Ramuz
Aline

3.1 Formes linéaires, espace dual d’un espace vectoriel

Définition 3.1. Soit V un espace vectoriel sur K. Une forme linéaire sur V’
est une appplication linéaire de V' vers K. Le dual de V' est I’espace vectoriel
des formes linéaires sur V. Il est noté V*.

Donc L(E,K) = E*.

Définition 3.2. 1. Soit E un sous-espace d’un espace vectoriel V. La codi-
mension de E est la dimension de l’espace quotient V/E.
2. Un hyperplan est un sous-espace de codimension 1.

Pour mieux comprendre la notion de codimension, on peut prouver la
proposition suivante.

Proposition 3.1. Soit E un sous-espace d’un espace vectoriel V. de dimen-
sion finie. La codimension de E est égale a dim(V') — dim(FE).



Démonstration. Cela découle de la preuve du théoréme 2.2. ]
La proposition suivante indique ’aspect géométrique des formes linéaires.

Proposition 3.2. Les hyperplans de l’espace vectoriel V' sont les noyaux
des formes linéaires non nulles.

Démonstration. Soit H = Ker(¢) ou ¢ est une forme linéaire non nulle.
L’application linéaire ¢ : V' — K est surjective, car son image I est un
sous-espace non nul de I'espace vectoriel K, lequel est de dimension 1, donc
I = K. Par la propriété universelle (Corollaire 2.1), I'espace quotient V//H
est isomorphe a K. Donc la codimension de H est 1, et H est un hyperplan.

Soit H un hyperplan. Alors V/H et K ont méme dimension; ils sont
donc isomorphes ([R1] Corollaire 7.6). Il existe donc un isomorphisme 1 :
V/H — K. Soit 7 : V. — V/H la projection canonique. Alors le noyau de la
forme linéaire o : V — Kest (Ypom)~1(0) = 7~ 1(x~1(0)) = n~1(0) = H,
ce qui prouve la réciproque. ]

Exercice 3.1. Soit V un espace vectoriel sur K et E ’espace vectoriel des
applications linéaires de K vers V.. Montrer que la fonction E — V, f —
f(1), est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Exercice 3.2. Soient E,F des espaces vectoriels et de bases respectives
€l,..-,€n €t f1,..., fp. On définit pour chaque i =1,...,netj=1...,p,
une application linéaire ¢;; : £ — F par la condition que Vk = 1,...,n,
¢ij(er) = dirfj. Montrer que ces np applications linéaires forment une base

de L(E,F).

Exercice 3.3. Soit ¢,y deux formes linéaires non nulles sur V telle que
Ker(yp) = Ker(¢). Montrer qu’il existe « € K, non nul, tel que ¢ = a1p
(compléter une base de Uhyperplan Ker(p) en une base de V). En déduire
que les hyperplans de V' sont en bijection avec les droites de V'*.

3.2 Bases duales

Rappelons que si eq,...,e, est une base de l’espace vectoriel E et
v1,...,V, des vecteurs d’un espace vectoriel V', alors il existe une unique
application linéaire E — V qui envoie chaque e; sur v; ([R1] Corollaire 7.1).
On en déduit la premiére assertion du

Théoréme 3.1. Soit E un espace de dimension finie n avec base €1, ..., €,.
Il existe pour tout i = 1,...,n une forme linéaire sur E, notée €], telle que
ef(ej) = d;5. Alors €7, ..., ey est une base de l'espace dual E*.



On lappelle la base duale de la base eq, ..., e,.
Corollaire 3.1. Si E est de dimension finie, dim(F) = dim(E™).

Preuve du théoréme 5.1. Montrons d’abord que les e sont linéairement
indépendants. Supposons que . a;ef = 0 (a; € K). Appliquons les deux
cotés aej : 0= (D, asef)(e;) =D, aiel(ej) = >, a;0;j = a;. Donc tous les
coeflicients a; sont nuls.

Montrons maintenant qu’ils engendrent E*. Soit ¢ € E*. Vérifions que

p= Z@(ei)ef- (1)

Il suffit de vérifier que les deux cotés sont égaux quand on les applique a

chaque e;. Mais on a (3, ¢(ei)e;)(e;) = 32, pleie](e;) = > p(ei)diy =
©(ej), ce qui finit la preuve. O

Si e est un vecteur dans E, on peut écrire e = ) . x;e;, avec des z; dans
K. Alors
*
x; = e;(e).

On peut appeler x; la i-eme coordonnée de e dans la base ey, ..., e,. Donc €]
est la fonction £ — K qui a tout e associe sa i-eéme coordonnée dans la base
ci-dessus. On est donc fondé a appeler e la “fonction i-eme coordonnée”
dans la base considérée. Pour démontrer la derniere formule, il suffit d’ap-
pliquer a I'égalité e = ), x;e; la forme linéaire e}f de chaque coté. A gauche
on obtient €7(e); a droite e} (3, wie;) = >, miej(e;) = >, widij = ;.

Exercice 3.4. Montrer que pour toute forme linéaire sur M, (K), il existe
une matrice A € M, (K) telle que cette forme linéaire soit X — Tr(AX)
(prendre la base canonique). En déduire un isomorphisme entre M, (K) et
son dual.

Exercice 3.5. Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soit

€1,...,en une base de I, et sa base duale €7, ..., e;. On considére l'isomor-
phisme E — E* qui envoie chaque e; sur e;. Montrer que cet isomorphisme
n’est pas indépendant de la base eq, ..., ey,.

3.3 Bidual

Définition 3.3. Le bidual d’un espace vectoriel E est le dual de son dual.
Notation : E**.



Théoreme 3.2. On suppose que E est de dimension finie. La fonction
0:FE — E*, e 0(e), définie par : Vo € E*,

0(e)(¢) = ¢(e),
est une application linéaire bijective.

Démonstration. 1. Montrons que € est bien définie. Il faut montrer que 60(e)
est une application linéaire £* — K. C’est bien une fonction de E* — K,
car ¢(e) € K. De plus, pour tous ¢,9 € E* et tous scalaire a € K, on a
O(e)(p+ap) =6(e)(p)+ab(e)(v) : en effet, le coté gauche est (p+ar))(e) =
p(e) + ap(e), qui est égal au coté droit.

2. Montrons que 6 est linéaire. Soient e,e’ € E et a € K. Montrons
que f(ae + €') = ab(e) + 6(e'). Le coté gauche évalué en ¢ € E* est égal
a @(ae + €'), et le coté droit évalué en ¢ est égal a (af(e)(p) + 0(e')(¢) =
ab(e)(p) +0(e")(p) = ap(e) + p(e’); on conclut car ¢ est linéaire.

3. Montrons que 6 est injective. Soit e dans le noyau de 6 : 6(e) = 0. Alors
pour toute forme linéaire ¢ sur F, on a 6(e)(p) = 0. C’est-a-dire p(e) = 0.
Si e n’était pas nul, il existerait une base de E de la forme e = ey, e9,...,€,.
Considérons alors la base duale ef,i = 1,...,n. On a ej(e) = 1, ce qui
contredit que ¢(e) = 0 pour toute forme linéaire ¢.

4. L’injectivité de # implique la surjectivité car les dimensions de
E, E*, E** sont égales. O

Corollaire 3.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toute base
de E* est la base duale d’une base de F.

Démonstration. Soit ¢1,...,p, une base de E*. Dans le dual de E*, donc
le bidual E** de E, considérons la base duale de cette base : ¢7, ..., ¢}, Soit
e1,...,en 'image réciproque par 6 de cette base; c’est une base de E car 0
est un isomorphisme E — E**. Nous vérifions que sa base duale est la base
P1y-- -y Pne

Nous avons par construction 0(ej) = ;. Par dualité des bases, on a
ef(e;) = dij = ¢j(pi) = 0(ej)(pi) = wile;) (par définition de 6). D’ou
7 = ¢;, car ces deux formes linéaires sur F coincident sur la base des
€. O

Exercice 3.6. Soit S l'espace vectoriel des suites s = (ap)nen, 0U chaque
a, est dans N'. Pour une telle suite, on définit la forme linéaire fy sur K[z]
par fs(P) =), ab;, ot P =7, ba".

(i) Montrer que s — fs, S — Klz|* est un isomorphisme, noté q.

(i) Chaque polynéme P = ", bix’ définit sur S la forme linéaire gp

telle que gp(s) = fs(P). Montrer que §(P) = gpoq~'.



3.4 Orthogonalité

Définition 3.4. Soit E un espace vectoriel.
1. Soit U une partie de E. L’orthogonal de U dans E*, noté U°, est la
partie de E* définie par

U°={p e E*"VeecUye) =0}

2. Soit V une partie de E*. L’orthogonal de V' dans E, noté V°, est la
partie de E définie par

Ve={ee€ E,Vp eV, p(e) =0}

Une maniere de visualiser ces définitions est de faire ’analogie avec les
espaces euclidiens. Disons qu’un vecteur e € F et une forme linéaire p € E*
sont orthogonauz si I'on a ¢p(e) = 0. Ainsi, U° est l'ensemble des formes
linéaires orthogonales a tous les vecteurs dans E. De méme, V° est ’ensemble
des vecteurs orthogonaux a toutes les formes linéaires dans V. Voir aussi
I’exercice 3.11.

Lemme 3.1. Soit E un espace vectoriel, U une partie de E etV une partie
de E*.

1. U° ={p e EX,U C Ker(p)}.

2. V° = Nyev Ker(yp).

3. U° est un sous-espace de E*.

4. V° est un sous-espace de E.

5. Vect(U)° = U°® et Vect(V)° = V°.

Démonstration. 1. Ceci découle des équivalence : Ve € U, p(e) = 0 < Ve €
U,e € Ker(p) & U C Ker(yp).

2.0n aVyp € Vip(e) = 0 & Vp € Ve € Ker(p). Donc V° = {e €
ENp eV, p(e) =0} ={e€ E,Vp € V,e € Ker(p)} = Nyey Ker(p).

3. Soient p, 9 € U° et a € K; montrons que ap+1 € V°. Sie € U, alors
w(e) =1(e) =0, donc (ap + ¥)(e) = ap(e) + ¥(e) = 0. D’ot ap + ¢ € U°.

4. Intersection de sous-espaces.

5. Exercice. O

Théoreme 3.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-
espace de E. Alors

dim(F) + dim(F°) = dim(E).

La méme égalité est vraie lorsque F' est un sous-espace de E*.

10



Démonstration. Soit eq,...,e, une base de E telle que eq,...,e, soit une
base de F' (p <n). Soit €],..., e} la base duale. Pour qu’une forme linéaire
¢ sur F s’annule sur F, il faut et il suffit que ¢ s’annule sur eq,..., e,
(lemme 3.1 5.). Comme par I'équation (1), ¢ = > ., (e)ef, ¢ € F°
implique ¢ = Zpﬂgign ¢(e;)er. Donc F° est engendré par €pi1y- -+ Epy CAT
clairement, ces formes linéaires sont dans F'°. Mais ces formes linéaires sont
linéairement indépendantes (car elles appartiennent une base de E*), donc
elles forment une base de F*°.

Pour la deuxieme assertion, on raisonne de maniere analogue, en utilisant
le corollaire 3.2. O

Corollaire 3.3. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, et si V est
un sous-espace de E ou de E*, alors (V°)° = V. La fonction V — V° est
une bijection de l’ensemble des sous-espaces de dimension p de E (resp. de
E*) sur l’ensemble des sous-espaces de dimension n—p de E* (resp, de E).

Démonstration. Par le théoreme on sait que dim(V') = dim(V°°) et que cette
dimension est finie. Il suffit donc de prouver que V' C V°°. Montrons-le pour
un sous-espace V de E. On a

veV>® e VpeV p)=0.

Prenons v € V' et montrons qu’il est dans V°°. Si ¢ € V°, alors p(v) = 0
par définition de V°. Donc, par ’équivalence ci-dessus, on v € V°°,

Pour un sous-espace V de E*, la preuve est analogue.

On déduit de I'égalité (V°)° =V que la fonction V' +— V° est injective.
Pour la surjectivité, soit W un sous-espace de E*. Alors W = (W°)°, d’ou
la surjectivité. O

Corollaire 3.4. E° = {0}, (E*)° = {0},{0g}° = E*,{0g-}° = E.

Démonstration. D’apres le corollaire, E° est de dimension 0 ; donc E° = {0}.
De méme, {0g}° est un sous-espace de dimension n de E*, donc c’est E*.
Pour les deux autres égalités, c’est tout-a-fait analogue. O

Corollaire 3.5. Soit E un espace wvectoriel de dimension finie et
P15 o € E*. Alors Vect(p1, ..., pr) = E* si et seulement si Ker(p1) N
...NKer(¢x) = 0.

Démonstration. Posons V' = Vect(y1,...,pr). D’apres le théoréme, W
W® est une bijection de I’ensemble des sous-espaces de E* sur ’ensemble
des sous-espaces de E. Dans cette bijection, E* est envoyé sur {Og} par le
corollaire 3.4.

11



Il suffit donc de montrer que V° = {0g}. Mais V° = {p1,...,¢x}°,
par le lemme 3.1 5. Et d’aprés 2. dans ce méme lemme, {¢1,...,¢r}° =
Ker(p1)N...NKer(pg) =0. O

Exercice 3.7. Soient V,W des sous-espaces de E (resp. de E*). Montrer
que :
(i) VCcW=WecCVe.

(i) (V+ W) =Venwe.

Exercice 3.8. §i X est une partie de l’espace vectoriel E de dimension
finie, montrer que X°° = Vect(X).

Exercice 3.9. Montrer que si E est un espace vectoriel de dimension finie,
alors tout sous-espace de E (resp. de E*) est de la forme X° pour une partie

finie de E* (resp. de E).

Exercice 3.10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit V. un
sous-espace de E* et W [’orthogonal de V dans le dual E** de E*. Montrer
que W =6(V°).

Exercice 3.11. Soient E, F deux espaces vectoriels et B : EE X F' — K une
application bilinéaire. Pour U C E et V C F, on définit

U° = {f € F.¥e € U, B(e, f) = 0},

et
VO = {6 - E,Vf S V7B(€,f) :0}

Enoncer et prouver ’analogue du lemme 3.1 pour ces notions.

2. On suppose maintenant que {0g}° = {0p} et que {0p}° = {0g}.
Supposant ausssi que E, F' sont de dimension finie, montrer qu’ils ont méme
dimension. Démontrer ’analogue du théoréme 3.3 et du corollaire 3.5.

3. Quelle application bilinéaire Ex E* — K faut-il utiliser pour retrouver
les résultats du cours ?

3.5 Dual d’un sous-espace et d’'un quotient

Théoréme 3.4. Soit E un sous-espace de l’espace vectoriel F', ce dernier
de dimension finie n. Alors E* est canoniquement isomorphe a F*/E° et
(F/E)* est canoniquement isomorphe a E°. L’isomorphisme inverse du pre-
mier est induit a F*/E° par la fonction ¢ € F* — ¢ | E € E*. Le second
isomorphisme est ¢ € (F/E)* — pom € E°, o : F — F/E est la
projection canonique.
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Démonstration. 1. La fonction u : ¢ — ¢ | E € E* est une fonction de
F* vers E*, car la restriction d’une application linéaire & un sous-espace est
une application linéaire définie sur ce dernier (exercice). La fonction p est
une application linéaire, car la fonction “restriction a un sous-espace” est
linéaire (exercice). Elle est surjective : c’est un résultat général d’algebre
linéaire en effet que tout application linéaire définie sur un sous-espace F'
de E peut se prolonger a une application linéaire sur ’espace F' tout entier
(exercice : prendre une base eq,...,e, de F telle que eq,...,e, une base
du sous-espace FE); si donc ¢ € E*, on peut prolonger ¢ en une fonction
p € F* et alors ¢ | E = v ; donc u(p) = ¢ et p est surjective. Le noyau
de p est Pensembles des ¢ € F* tel que ¢ | E = 0, c’est-a-dire p € E°. La
propriété universelle du quotient (théoreme 2.1) montre qu’alors i est un
isomorphisme F*/E° — E*.

2. Définissons ¢ : (F'/E)* — E° par ((¢) = ¢ o m. Elle est bien définie
car ¢ o est une application linéaire (comme composée de deux application
linéaires), & valeur dans K, donc c’est une forme linéaire sur F'; de plus
¢ o s’annule sur E puisque c’est le cas pour 7; donc ¢ o m est dans E°.
La fonction ¢ est une application linéaire, car composer a droite par une
application linéaire (ici 7) est une application linéaire (exercice). Il reste a
montrer que ¢ est bijective. Soit ¢ dans le noyau de (; donc ¢ s’annule sur
I'image de 7, qui est F/FE, le domaine de définition de ¢, et ¢ = 0; d’ou
I'injectivité de (. Pour montrer sa surjectivité, prenons ) € E° C F*; avec
la méme base qu’en 1, on sait (théoreme 2.2) que m(ep41),...,m(ey) est une
base F/E. Définissons ¢ € (F/E)* par ¢(m(e;)) = 1(e;); alors pour tout
i=1,...,p,¥(e;) =0=¢pom(e;) (car ¢ € E°,e; € E et 7 s’annule sur E),
et pour tout i =p+1,...,n, on a 1(e;) = ¢ om(e;) par construction ; donc
¢om =1 ; dou la surjectivité de . O

3.6 Transposée d’une application linéaire

Définition 3.5. Soient E, F des espaces vectoriels et f € L(E,F). On
appelle transposée de f, notée 'f, la fonction F* — E* définie par 'f (p) =
po f pour toute forme linéaire ¢ dans F*.

Pour que cette définition soit cohérente, il faut s’assurer que @ o f est
bien une application linéaire de E vers K. Mais cela découle de ce que la
composée de deux applications linéaires est une appplication linéaire, et de
ce que f va de E dans F' et ¢ va de F' dans K.

Proposition 3.3. Avec les notations précédentes, 'f est une application
linéaire de F* dans E*.
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Démonstration. Soient ¢,1) € F* et a € K. Montrons que 'f(¢ + ay)) =
(o) + a'f (). Les deux cotés de I'égalité sont des formes linéaires sur E.
Pour montrer qu’eles sont égales, prenons un vecteur v quelconque dans F
et évaluons les deux formes en v.

A gauche, ga donne (p-+atb)o f(v) = (p--at)(f(v)) = 9(f(v)+av(f(v)).
A droite ga donne (0o f + atb o f)(v) = @ o f(v) +av o f(v) = @(f(v)) +
ay(f(v). O

Théoréme 3.5. Soit f € L(E,F), ou E,F sont des espaces vectoriels de
dimension finie. Alors

Ker('f) = Im(f)°, Im(’f) = Ker(f)".

Examinons si ces égalités ont du sens : 'espace de départ de !f est F*,
donc son noyau est un sous-espace de F*; de plus, Im(f) est un sous-espace
de F, donc Im(f)° est un sous-espace de F**. La vérification de la cohérence
de lautre égalité se fait de méme.

Démonstration. On a pour tout ¢ dans F*, ¢ € Ker('f) & o f =0 &
Im(f) C Ker(p) < Vo € Im(f),p(v) =0 < ¢ € (Im(f))°. Ceci prouve la
premiere égalité.

Par le corollaire 3.3, la deuxiéme égalité est conséquence de Im(f)° =
Ker(f). Pour celle-ci, on a : v € Ker(f) & f(v) =0 < f(v) € (F*)° (car
(F*)° = {0p}, corollaire 3.4) < Vo € F*, o(f(v) =0 VYo € F*, po f(v) =
0 Vo e F* (o) (v) =0 < Ve € Im(Yf), v (v) =0 < v € Im(f)°. O

Corollaire 3.6. Soit f € L(E,F), ou E,F sont des espaces vectoriels de
dimension finie. Alors f et 'f ont le méme rang.

Démonstration. On a par le théoreme 3.3

dim(Im(f)) + dim(Im(f)°) = dim(F),
et par le théoreme du rang

dim(Ker(’f)) + dim(Im(’f)) = dim(F™*).

Par soustraction, sachant que dim(F') = dim(F™) et que par le théoréme 3.5

dim(Im(f)°) = dim(Ker(*f)),

dim(Im(f)) — dim(Im(*f)) = 0.
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Corollaire 3.7. Soit f € L(E,F), ou E,F sont des espaces vectoriels de
dimension finie. Alors

(i) f injective < 'f surjective ;

(ii) f surjective < 'f injective.

Démonstration. En utilisant les résultats précédents dans ce chapitre :

(i) f injective & Ker(f) = 0 & Ker(f)° = E* & Im(Yf) = E* & !f
surjective.

(ii) f surjective & Im(f) = F & Im(f)° = 0 & Ker(Yf) = 0 & Uf
injective. O

Théoréme 3.6. Soit f € L(U,V), ou U,V sont des espaces vectoriels de

dimension finie, et ui,...,Un, v1,...,0, des bases de U,V respectivement.
) ) )y Un; ) » Up )

Alors la matrice N de 'f dans les bases duales v}, ... y Uy €t uy, ... uy estla

transposée de la matrice M de f dans les bases u1,...,Un,V1,...,Vp.

On justifie ainsi la terminologie “transposée” pour 'f.

Démonstration. Soit M = (msj)i<i<pi<j<n. On a donc f(uj) =

oy, i — . . . t *) ¥
D 1<icp MagVi- S0it N = (ngj)1<i<n,1<j<p- On a done 'f (v]) = 32 <icp, Mgy -
11 suffit de prouver que m;; = nj;. Pour ceci, évaluons la derniere égalité en
ug. On a

(w5 (ur) = ( Z niju; ) (ug) = Z niju; (ug) = Z ni0ik = Nj-

1<i<n 1<i<n 1<i<n

Mais par ailleurs, ceci vaut aussi

' (v5) (ur) = vj o f(ug) = vj( Z Mipv;) = Z mkv; (Vi)

1<i<p 1<i<p

= > Ml = mj.

1<i<p

O]

Corollaire 3.8. La fonction f +—f, L(E,F) — L(F* E*), est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. 11 faut vérifier la linéarité de f s 'f. O

Exercice 3.12. Soient trois espaces vectoriels E,F,G et uw € L(E,F),v €
L(F,G). Montrer que *(vou) ='uolv. Montrer que *idg = idp~.
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Exercice 3.13. Soit V un sous-espace de E et i :V — E linjection cano-
nique (donc i(v) = v pour tout v € V). Calculer le noyau de 'i : E* — V*.
Montrer que ti est surjectif. En déduire que V* est isomorphe a E*/V°. On
retrouve ainsi la premiére partie du théoreme 3.4.

Exercice 3.14. Soit w: E — V une application linéaire surjective. Montrer
que tm : V* — E* est injective et calculer son image.

Exercice 3.15. Soit u lappplication linéaire K — M = K™ " qui envoie a
sur la matrice Diag(a, a, . ..,a). Calculer (*u(Tr))(1) aprés avoir compris le
sens de cette expression.

Exercice 3.16. Soit P, l’espace des polynomes de degré au plus n sur K.
Soit D : P, — Pp_1 la fonction dérivée. Soit ¢ la forme linéaire sur P,_1
qui envoie tout polynéme P sur P(0). Déterminer la forme linéaire 'D(¢)
sur Py,.

Exercice 3.17. Soit f : E — F linéaire. Notons 0 lisomorphisme E —
E** noté 0 dans le texte du cours, et pareillement pour 0r (ce n’est pas
vraiment nécessaire, mais permet de mieux comprendre ce qui se passe).
Montrer que Op o f =(}f) o 0 (cette identité signifie que l’isomorphisme 6
est canonique).

4 Groupe orthogonal d’un espace euclidien,
Groupe unitaire d’un espace hermitien

Je craignais, répondit en riant le masque, que votre empressement ne fit
diminué de la différence de la diagonale aux deux cétés du carré.

- Pardieu! dit d’Harmental, voila la premieére fois, je crois, qu’on donne
rendez-vous a un gentilhomme, au bal de l’opéra, pour lui parler anatomie,
littérature ancienne et mathématiques !

Alexandre Dumas

Le chevalier d’Harmental

Nous supposons dans cette section que le corps K n’est pas de caractéristique
2, c’est-a~dire que 2 est inversible dans K. De plus, E est un espace vectoriel
de dimension finie sur K.
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4.1 Adjoint d’'un endomorphisme par rapport a une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée

Nous avons vu en section 19.2 de [R2] que pour toute forme bilinéaire
symétrique f sur un espace vectoriel F, il existe une forme quadratique ¢
sur ' qui lui est associée par la formule

Vo € E, q(z) = f(z,x).

Inversement, si ¢ est donnée, on retrouve f par la relation de polarisation

Y,y € B, f(r,y) = 5 (alx + ) — a(x) — a(y))

Il y a ainsi bijection entre les formes bilinéaires symétriques sur F et les
formes quadratiques sur E.

Définition 4.1. Une forme bilinéaire symétrique f sur E est dite non
dégénérée si
{zreE|Vyek, f(z,y) =0} ={0}.

Plus concrétement, disons que les vecteurs x et y sont orthogonaux pour
f,silon a f(x,y) = 0. Alors la forme est non dégénérée si et seulement si
le seul vecteur qui est orthogonal a tous les vecteurs est le vecteur nul. C’est
une propriété bien connue par exemple pour le produit scalaire canonique
de R"™.

On sait qu’une forme bilinéaire symétrique sur F est non dégénérée si et
seulement si son rang est égal a dim(F) ([R2] exercice 19.10).

Théoreme 4.1. Soit EE un espace vectoriel de dimension finie et f une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E. Pour tout endomorphisme
u de E, il existe une unique endomorphisme u* de E tel que

Vr,y € E, f(u(x),y) = f(z,u"(y)).

Démonstration. L’unicité provient de la non dégénerescence. Si on avait
deux endomorphisme vy, v tels que Vz,y € E, f(z,vi(y)) = f(u(z),y) =
f(z,v2(y)), on aurait f(z, (v —v2)(y)) = 0, donc (v1 —v2)(y) est orthogonal
a tout x, et enfin vy (y) = va(y).

Prouvons 'existence. Prenons une base de E. Rappelons que la matrice
M de f satisfait f(x,y) = X MY, ol X,Y sont les vecteurs colonnes associés
aux vecteurs z,y de E. Comme f est non dégénérée, M est inversible.
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Soit U la matrice de u dans cette base. Considérons ’endomorphisme
v de E ayant pour matrice MM UM dans la base considérée. On a alors,
pour tous les vecteurs z, vy,

flu(z),y) ="UX)MY ='X'UMY

et
f(z,v(y)) =" XMM - MUMY ='X'UMY.

Donv uv* = v existe. O

On appelle adjoint de u par rapport ¢ f 'endomorphisme u*. Remar-
quons qu’il est entierement déterminé par 1’équation dans le théoreme ; au-
trement dit, si deux endomorphismes u,v de E satisfont

Vr,y € B, f(u(z),y) = f(z,v(y)),

alors v est 'adjoint de u (et u est 'adjoint de v).

Corollaire 4.1. On aidy = idg, et si u,v sont deux endomorphismes de E,
on a (uov)* = v ou* et (u™H)* = (u*)~! (si u inversible). Enfin, (u*)* = u.

Exercice 4.1. On considére les formes quadratiques z° + y? et x> —y? sur
K2. Calculer les formes bilinéaires symétriques associées, et leurs matrices
dans la base canonique. Soit f un endomorphisme de K2 donné par sa ma-
trice dans la base canonique. Calculer la matrice de l’adjoint de f par rapport
a chacune des deuxr formes quadratiques. Indications : suivre la preuve du
théoréme /.1.

Exercice 4.2. Méme questions pour les formes quadratiques x2 + y> + 2>
et 22 +y% — 22 de K3.

Exercice 4.3. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes, pour
une forme bilinéaire B sur E, espace de dimension finie.

(i) Soit x € E. Si pour touty € E, B(z,y) =0, alors x = 0.

(ii) Soit y € E. Si pour tout v € E, B(z,y) =0, alors y = 0.

(iii) La matrice de B dans une base de E est inversible.

(iv) La matrice de B dans toute base de E est inversible.

On dot alors que B est non dégénérée. Cela généralise la définition 4.1.

Exercice 4.4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
1. Montrer que si B est une forme bilinéaire non dégénérée sur E, alors
la fonction fp: E — E*,x — (y— B(x,y)), est un isomorphisme.
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2. Montrer que si f : E — E* est un isomorphisme, alors la fonction
By ExE =K, (z,y) = (f(x))(y), est une forme bilinéaire sur E.

3. Montrer que B — fp est une bijection de l’ensemble des formes bi-
linéaires non dégénérées sur E vers l’ensemble des isomorphismes E — E*,
et que la bijection réciproque est f — By.

4.2 Le groupe orthogonal

Nous allons étudier les endomorphismes qui conservent la forme qua-
dratique ¢ ou, ce qui est équivalent (voir les deux premieres formules de la
section précédente), qui conservent la forme bilinéaire symétrique associée
f, c’est a dire les endomorphismes u tels que

Yo,y € B, f(u(@),u(y)) = f(x,y). (2)

Montrons qu'un tel endomorphisme est nécessairement inversible, lorsque f
est non dégénérée. En effet, pour tous z,y € F,

f(z,idp(y) = f(z,y) = f(u(@),uly)) = f(z,u” o uly)).
et ainsi,
u* ou =idg, (3)

par 'unicité de ’adjoint. Inversement, si (3) est vérifiée, (2) 'est aussi. La
relation (3) entraine que u est injectif. Comme on est en dimension finie, cela
entraine que u est bijectif, donc un automorphisme de E. On a démontré :

Théoreme 4.2. Soit E un espace vectoriel de dimension n muni d’une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée f et q sa forme quadratique as-
sociée. On a équivalence des propriétés suivantes :

i)Vr.y € B, f(u(x),u(y)) = f(z,y),
it) Vr € E, q(u(@) =q(z),

i) u* ou = idg,

) uou* =idg,

v) u est inversible et u~t = u*.

On appelle automorphisme orthogonal, ou opérateur orthogonal, ou
encore isométrie (linéaire, ou vectorielle), un endomorphisme qui vérifie
les propriétés précédentes.
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Notez que la terminologie “isométrie” fait allusion a la préservation de la
“distance”. C’est une terminologie particulierement utilisée quand ’espace
est euclidien. Le mot “linéaire”, ou “vectoriel” est utilisé par opposition a
“affine” : par exemple, une translation est une isométrie affine, qui n’est pas
linéaire (sauf si c’est I'identité).

Les automorphismes orthogonaux forment un sous-groupe du groupe li-
naire GL(E), noté O(q) = O(f). En effet, u,v € O(q), u o v est inversible
et, en utilisant le corollaire 4.1,

— (uov)* =v*ou* =v lout = (uow)"!, donc O(q) est stable par

composition,

— siu e O(q), (w)* = (u)"! = (u1)~!, donc O(q) contient I'inverse

de u.

Il résulte de la preuve du théoreme 4.1 que u et ©* ont le méme déterminant
(car la matrice de v = u* dans cette preuve est conjuguée a la transposée
de la matrice de u). Comme u o u* = id, on obtient

(detu)? = det(u* o u) = 1,

donc
detu = +£1.

Définition 4.2. Soit f une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, avec
forme quadratique associée q. Le sous-groupe de GL(E) des automorphismes
orthogonauz, noté O(q) ou O(f), est appelé groupe orthogonal. On appelle
groupe orthogonal spécial (ou groupe des rotations) le sous-groupe
normal de O(q), noté SO(q) ou SO(f), des automorphismes orthogonaux
de déterminant 1, c’est-a-dire

SO(q) = Ker (det | O(q)) = {u € O(q) | detu =1}.

Nous pouvons donner une caractérisation des automorphismes orthogo-
naux :

Proposition 4.1. Soit (E, f) un espace vectoriel de dimension n muni
d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée et u € End(E). Alors,
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ueO(f),

it) Pour toute base (e;) et tous 1 <i,j <n,
fulei),ules)) = flei, ). (4)
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En particulier, s’il existe une base orthonormale (e;) et u € End(E), alors
u € O(f) <= (u(e;)) est une base orthonormale.

Démonstration. i) = ii) Pous tous 1, j,

f(u(ei),u(ej)) = f(ei,u* ou(ej)) = f(ei, €j).

i1) = 1) Soit (e;) une base orthogonale et z =" | x;e; € E. Alors

a(u(@)) = f(u(x), u(z)) = f (u( Zm Z% )

n n
= Zfzx]f szxjf 61763 = f(z Ti€q, Zl‘jej)
i—1 =1

= f(l’ﬂ?) = q(x).
Si (e;) est orthonormale, (u(e;)) est encore une base puisque u est un auto-
morphisme. La relation (4) montre qu’elle est orthonormale. O

Voyons maintenant ce qu’il en est des matrices associées : Soit (e;) une
base quelconque, et

M:M(fv (61))5 X:M(l‘, (61)), Y:M(ya (el))7 U:M(uv (62))

les matrices associées f, x,y € E et u € O(f) respectivement. La relation
(2) s’écrit, pour tous X,Y € K",

EXTUMUY = 'XMY

ou encore

‘UMU = M.
En particulier, sl existe une base (e;) orthonormale, ce qui est le cas dans
les espaces euclidiens, alors M = M(f, (e;)) = Id, et la relation devient

Wuv=1d = U'="'U (5)

Définition 4.3. On appelle matrice orthogonale une matrice inversible
U € My(K) qui vérifie la condition (5). On note O(n,K) le groupe des
matrices orthogonales et SO(n,K) le sous-groupe normal des matrices or-
thogonales de déterminant 1.
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Corollaire 4.2. Soit P € M, (K) une matrice inversible. Alors P est or-
thogonale si et seulement si les colonnes forment une base orthonormale
pour le produit scalaire canonique de K.

Démonstration. Soit u I’endomorphisme associé P dans la base canonique
(e;). Alors u est orthogonale si et seulement si (u(e;)) est orthonormale. [

Exercice 4.5. On munit R" de sa base canonique (e;) et du produit sca-
laire usuel f(z,y) = > ", x;y;. Etant donné une permutation o € &, on
appelle matrice de permutation associée o la matrice dont les colonnes sont
€o(1)s - - -1 €a(n)- Montrer que toute matrice de permutation est orthogonale.
Que peut-on dire des matrices correspondant aux permutations paires ?

Exercice 4.6. Donner une preuve purement matricielle du corollaire 4.2.
Indications : écrire 'UU = I,, et examiner les coefficients de ce produit.

4.3 Etude de O(2,R)

Dans la suite de ce chapitre, les espaces R™ sont munis du produit scalaire
euclidien canonique.
Soit

A:(Z Z)eO(Q,R).

On sait que les colonnes forment une base orthonormale, ce qui donne les
équations

a4+ =1
V+d? =1
ab+cd =

On en déduit qu’il existe 0 et u tels que

a = cosf b=cospu
c=sinf ’ d=sinp

La troisieme condition donne
cos(f — p) = cosfcospu+sinfsinpy =0

donc .
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et en remplagant

b = cos (9—1—(21{—1—1)%) = (=1)**1sing,

d = sin<0+(2k+1)g> = (=1)*cosf.

Ainsi, A € O(2,R) si et seulement si

A cosf (—1)**1sin@
“ \sing (=1)*cosh

Puisque det A = (—1)*, A € SO(2,R) si et seulement si k est pair et
cosf —sinf
A= ( sinf  cosf >
Si k est impair, i.e. det A = —1, alors
cosf  sinf
A_< sin 0 —cos&)
Le polynéme caractéristique est P4(X) = X2 —1= (X —1)(X +1). On a

donc
R2=V(1) @ V(-1).

On vérifie facilement que

sin — — COS —
2 2

sont orthogonaux, A est donc la matrice de la symétrie orthogonale par
rapport a la droite propre V(1). On a obtenu :

Théoréme 4.3. Soit A € O(2,R). Alors
— Si A e SO(2,R), alors

A [ cos 0 —sinf
~ \ sinf cosf
est une rotation de centre 0 et d’angle 6.
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— Si A ¢ SO(2,R), alors
cosf sinf
A= < sinf —cos6 >
est une symétrie orthogonale par rapport a la droite d’angle /2.

Exercice 4.7. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres com-
plexes des deux matrices dans le théoréme.

Exercice 4.8. On représente tout point (x,y) du plan R? par le nombre
complexe z = x + iy. Montrer les deuz transformations orthogonales du
théoréme sont respectivement z — €z et z — €z, o0 Z est le conjugué de
z.

4.4 Etude de O(3,R)

Soit u € End(R3) un automorphisme orthogonal représenté dans la base
canonique (e;) par une matrice A = M (u, (e;)) € O(3,R). On a vu que
det A = +1. On note V() le sous-espace propre de u pour la valeur propre
A.

Lemme 4.1. Sidet A =1 (resp. det A = —1), alors 1 (resp. —1) est une
valeur propre d’ordre 1 ou 3. En particulier, si u # id (resp. u # —id) alors
dimV (1) =1 (resp. dimV(-1) =1).

Démonstration. Considérons le cas det A = 1, autre étant traité de maniere
similaire. Si p est une valeur propre complexe non réelle, i est aussi valeur
propre, car A est réelle. Il y a donc un une ou trois valeurs propres réelles,
comptées avec leurs multiplicités. On sait que les seules valeurs propres
réelles sont £1.
— Si toutes les valeurs propres sont réelles, la multiplicité de 1 est 1 ou
3, car leur produit est det(A) = 1.
— S’il existe une valeur propre non réelle i, alors on a exactement une
valeur propre réelle A et 1 = det A = Au|?, donc A >0, et A =1 est
de multiplicité 1.
La dimension d’un espace propre est au plus égale a la multiplicité de cette
valeur propre. Le cas de la multiplicité 1 étant évident, il s’agit de montrer
que si la valeur propre A = 1 est de multiplicité 3 alors, soit A = Id, soit
dim V(1) = 1. Il reste donc & montrer que dim V(1) # 2.
Supposons que dim V(1) = 2 et notons (z1,x2) une base de V(1). Alors pour
tout y € V(1)*,

(u(y), zi) = (wly), u(xi)) = (y,zi) =0, 1=1,2,
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donc u(y) € V(1)*. Comme V(1) est une droite, il existe u € R tel que
u(y) = py. On en déduit que p est une valeur propre et comme p # 1 (sinon
u = id), alors u = —1, ce qui donne une contradiction car det A = 1. ]

Lemme 4.2. Sidet A=1 et A# Id (resp. det A = —1 et A # —Id) alors
le plan F =V (1)* (resp. F =V (—1)1) est invariant par u et la restriction
up deu a F est une rotation.

Démonstration. En effet 'orthogonal de tout espace propre est stable par
u. En décomposant R? en somme directe R3 = F @ V(£1), u s’écrit

y— urp 0
a 0 +1 /-
De plus, pour tous z,y € F,

(up (), ur(y))r = (u(@),uly)) = (z,y) = (&, 9)F

donc up est orthogonale. On a +1 = detu = tdetup, donc detup = 1 et
up est une rotation. O

Théoréeme 4.4. Soit A € O(3,R). Alors
— Si A € SO(3,R), il existe une base orthonormale (€}) et un change-
ment de base P € O(3,R) tel que

cosf —sinf 0
A =P AP = | sinf® cosf 0
0 0 1

L’endomorphisme u associé a ces matrices est une rotation
(éventuellement d’angle nul) autour de l'aze V(1) dont l’angle 6
vérifie la condition

trA =2cosf + 1,

— Si A ¢ SO(3,R), c’est—dire det A = —1, il existe une base orthonor-
male (e}) et un changement de base P € O(3,R) tel que

cosf@ —sinf 0
A'=P'AP = | sinf cosf 0
0 0 —1

Si A" # —Id l’endomorphisme u associé a ces matrices est une ro-
tation autour de l'aze V(—1) suivie d’une symétrie orthogonale par
rapport au plan F = V(—l)L, dont langle 0 vérifie la condition

trA =2cosf — 1.
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En particulier, si tr A = 1, alors 0 = 0 et u est une symétrie ortho-
gonale par rapport a F qu’on appelle une réflexion.

V1) V1)
. (@)
(\:/79 (\:/ 0 , ‘

det A=1 det A=-1 \

“u(z)

Démonstration. D’apres le lemme 4.2 et le théoréeme 4.3 il existe une base

du plan F' complétée par un vecteur propre orthogonal +z, ||z|| = 1 qui
donne les formes voulues. Comme la trace ne dépend pas de la base, on a
trA=trA’ =2cosf £+ 1. O
Exercice 4.9. Faire la preuve du lemme /.1 dans le cas ot det(A) = —1.

4.5 Théoréme de Cartan-Dieudonné

Il s’agit de montrer que les isométries sont engendrées par des réflexions
et de majorer leur nombre. On travaille désormais avec un espace vectoriel
réel E& de dimension quelconque.

On rappelle que

— D’ensemble des isométries vectorielles d’un espace vectoriel F/ est noté

O(FE); il s’agit de I'ensemble des applications linéaires conservant le
produit scalaire ;

— on appelle réflexion une symétrie orthogonale par rapport a un hy-

perplan;;

— par convention, id est le produit de 0 réflexions.

Théoréme 4.5 (Cartan-Dieudonné). Soient E un espace vectoriel euclidien
de dimension finie n et f € O(FE). Notons F = Ker (f —id), appelé l’espace
des invariants de f, et p(f) = n —dim F sa codimension. Alors f s’écrit
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comme produit de p(f) réflexions, et ceci est optimal (on ne peut pas faire
moins).

Démonstration. On va raisonner par récurrence sur p(f).

Cas p(f) = 0. Cela signifie que f = id et donc f est le produit de 0
réflexions.

Cas p(f) > 1. Supposons que toute isométrie g telle que p(g) < p(f)
soit exactement le produit de p(g) réflexions. L’idée de la preuve va étre de
montrer que, en composant une isométrie par une réflexion, on lui rajoute un
point fixe (et donc on augmente d’une dimension I'espace de ses invariants).
C’est la marche a suivre pratique pour obtenir la décomposition de notre
isométrie.

Nous avons que F' est un espace vectoriel, par hypothése distinct de E. On
peut décomposer

E=F®F*+ avec dimFLZI.

Notons E = F1. Remarquons que E est stable par f (les isométries
conservant ’orthogonalité). On peut alors noter f = f| ; et remarquer que

f € O(E) (par définition des isométries). Moralement, on va maintenant
travailler dans lespace E comme espace ambiant, et décomposer f dans cet
espace, avant de prolonger le tout sur E. L’avantage est que Ker f = {0}
(on peut penser & f comme une rotation de R2).

Il existe z9 # 0 tel que f(z0) # xo et I/ (z0)|| = |lzo]l. Tl existe donc

H = Vect(f(xo) — zg)* hyperplan de E tel que 3, réflexion par rapport &
H, vérifie 3
5o f(zo) = wo.

Notons g = s o f e O(E). Alors Vect{zy} C Ker (§ —id). On a donc p(§) <
dim £ —1 = dim F+ —1 = p(f) — 1, donc, d’apres ’hypothese de récurrence,

sof =di0- gy

Munis de cette décomposition, il est temps de “remonter” dans notre espace
d’origine. Considérons s; € L(E) telle que

S; = id‘ F+38;
On définit de la méme maniere s avec § et on obtient la décomposition
f=sosiorosg

On peut donc écrire f comme produit de p(g) + 1 réflexions.
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Montrons qu’on ne peut en avoir moins que p(f). Soient Hy, ..., H, des
hyperplans de E tels que, si s; est la réflexion par rapport a H;, on a

f:slo...OSQ

On a l'inclusion N{_ H; C F et, d’autre part, N{_, H; = Vect{z1,... 24}
pour z; vecteur normal de H;. Donc

q
dim (ﬂHZ> >n—q
=1

Pour finir, dim F = n — p(f) > dim (N_, H;) > n — ¢q. Donc ¢ > p(f). On
a déja vu que ¢ < p(g) +1 < p(f) d’otr égalité. Ce qui conclut la preuve de
notre récurrence. O

Corollaire 4.3. Soit E un espace euclidien de dimension finie n. Alors tout
élément de O(E) est le produit d’au plus n réflexions.

4.6 Sous groupes finis de SO(3) et polyédres réguliers

Nous commencons cette section en introduisant certains groupes
classiques.

Si 'on a une symétrie u sur un espace euclidien F, c’est a dire un au-
tomorphisme linéaire involutif, on dispose de deux sous-espaces vectoriels
propres et

E = Ker(u —id) & Ker(u + id).

Si dimKer(u + id) = 2, on appelle la symétrie v un retournement (pa-
rallelement au plan Ker(u +id) et par rapport a Ker(u —id)). Il est vrai que
tout élément de SO(E) est le produit d’au plus n = dim(F) retournements
(c’est une conséquence du théoreme de Cartan-Dieudonné).

Le groupe diédral d’ordre 2n, pour un nombre naturel non nul n, est un
groupe qui s’interpréte comme le groupe des isométries du plan conservant
un polygone régulier a n c6tés du plan euclidien. Ce groupe est constitué
de n éléments correspondant aux rotations et m autres correspondant aux
réflexions. Il est généralement noté Da,. On peut le définir formellement
comme le produit semi-direct de Z/nZ par le groupe Z/27 dont ’élément
non trivial agit par 'automorphisme = — —x de Z/nZ. Une présentation
est :

Dy = {a,bla™ = b* = bab 'a = 1).
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On note 2, le groupe alterné des permutations de {1, ...,n} de signature
1. Il est constitué des permutations de degré m qui sont produits d’un
nombre pair de transpositions. Son ordre est n!/2.

On dispose d’un théoreme de classification pour les sous-groupes finis de
SO(3). L’intérét d’un tel résultat est aussi de faire le lien entre géométrie et
mathématiques discretes.

Théoréme 4.6. Tout sous-groupe fini de SO(3) est conjugué a un et un
seul des groupes suivants :

1. un groupe cyclique d’ordre n € N*, engendré par une rotation d’angle
2 /n ;

2. un groupe diédral Da, d’ordre 2n, ou n € N\ {0,1}, engendré par
des renversements par rapport a 2 droites faisant un angle de w/n ;

3. le groupe des isométries directes d’un tétraédre (polyédre a 4 faces)
régulier, isomorphe au groupe alterné 2y ;

4. le groupe des isométries directes d’un cube régulier, isomorphe au
groupe symétrique Sy ;

5. le groupe des isométries directes d’un dodécaédre (polyédre a 12 faces)
régulier isomorphe au groupe alterné Us.

On pourra consulter les références suivantes pour une preuve :

— M. Audin. Géométrie. EDP Sciences 2006.

— J.-M. Arnaudies, J. Bertin. Groupes, algebres et géométrie. Ellipses,
1998.

— H. T. An Bui https://math.uchicago.edu/~may/REU2020/
REUPapers/Bui, An.pdf

— https://groupprops.subwiki.org/wiki/Classification_of_
finite_subgroups_of_S0(3,R)

4.7 Groupe unitaire

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme her-
mitienne non dégénérée f.
Nous allons étudier les endomorphismes qui conservent ¢ la forme quadra-
tique associée a f. Comme dans le cas euclidien, cela revient a considérer
les endomorphismes qui conservent la forme hermitienne, c’est a dire

Ve,y € B, f(u(x),u(y)) = fz,y).

On dispose d’un résultat semblable au cas euclidien.
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Théoreme 4.7. Soit E un C-espace vectoriel de dimension n muni d’une
forme hermitienne non dégénérée. On a équivalence des propriétés sui-
vantes :

i)Yo,y € B, fu(@),uly)) = f(z,y),
i) Ve € E, q(u(z)) = q(z),
Qi) u* ou =idp,
i) uou* =idg,
v) u est inversible et u! = u*.
On appelle automorphisme unitaire ou opérateur unitaire un endo-

morphisme qui vérifie les propriétés précédentes.

Les automorphismes unitaires forment un sous-groupe du groupe linéaire
GL(E,C), noté U(q) = U(f). En effet, si u,v € U(q), uo v est inversible et
— (uov)* =v*ou* =vlou! = (uow)"!, donc U(q) est stable par
composition,
— siuecU(q), (™) = (u*)~! = (u=!)~}, donc U(q) contient I'inverse
de u.

Il résulte immédiatement des propriétés de ’adjoint la relation,
|det u? = det(u* o u) = 1,

donc det : U(g) — S* est un morphisme de groupes, ot S* est le groupe
multiplicatif des nombres complexes de module 1.

Définition 4.4. Soit ¢ une forme quadratique hermitienne non dégénérée.
Le sous-groupe de GL(E) des automorphismes unitaires, noté U(q) ou U(f)
est appelé groupe unitaire. On appelle groupe unitaire spécial le sous-
groupe normal de U(q), noté SU(q) ou SU(f) des automorphismes ortho-
gonaux de déterminant 1, i.e.

SU(q) = Kerdet|y(q) = {u € U(q) | detu = 1}.

On note U(n,C) (resp. SU(n,C)) le groupe unitaire de C" muni du produit
scalaire hermitien canonique fo(z,y) = > " | x'y'.

Exercice 4.10. Montrer que toute valeur propre d’un opérateur unitaire est
de module 1.
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4.8 Décomposition polaire

Dans cette section nous travaillons sur C" et ’on note U(n) = U(n,C)
pour simplifier les notations. Rappelons qu’un groupe topologique est un
groupe G muni d’une topologie rendant continues les opérations de groupes,
c’est & dire que I'application (a,b) — ab™! de G' x G vers G est continue.
Le groupe S' vu précédemment est un groupe topologique (compact) lors-
qu’on le munit de la topologie induite par C. Tout sous-groupe de GL,,(C) et
GL,(R) que 'on munit de la topologie induite de C" ou R™ est un groupe
topologique. En effet, la multiplication des matrices est une opération po-
lynémiale donc continue. Il en est de méme lorsqu’on calcule I'inverse, on
est amener a calculer une fraction rationnelle en les coefficients, dont le
dénominateur ne s’annule pas.

Exercice 4.11. Montrer que les groupes U(n) et O(n) sont compacts.

Notons Herm, louvert de M,(C) formé des matrices hermitiennes
définies positives, c’est a dire dont la forme hermitienne associée est définie
positive. Notons que sur cet ensemble, I’on peut définir la notion de racine
carrée matricielle en raison de la positivité des valeurs propres. On rappelle
aussi qu'un homéomorphisme est une bijection bicontinue (i.e une bijection
continue dont la réciproque est continue).

Théoréme 4.8 (Décomposition polaire). L’application

Herm x U(n) — GL,(C)
(A,B) — AB

est un homéomorphisme, appelé décomposition polaire de GLy,(C). Son in-

verse est l'application A — (VAA*, vV AA*_lA)

Démonstration. Les deux applications données dans ’énoncé sont bien
définies et continues puisque polynomiales en les coefficients (pour la
premieére) et composée d’applications continues (pour la seconde). On vérifie
qu’elles sont bien réciproques I'une de 'autre en utilisant le fait que BB* =
id si B € U(n). A noter qu’en fait on dispose d’un résultat encore plus fort :
la décomposition polaire est un C'°°-difféomorphisme. O

Corollaire 4.4. L’application de GL,(C) dans Herm, définie par A —
AA* induit par passage au quotient un homéomorphisme

GL,(C)/U(n) ~ Herm;

n
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Démonstration. On considere I’ensemble quotient G L, (C)/U(n) pour lac-
tion par translations a gauche de U(n) sur GL,(C) donnée par A — (B —
BA 1) ou A € U(n) et B € GL,(C). que 'on munit de la topologie quotient.
Le théoréme de décomposition polaire montre que 'application ¢ : B — BB*
est bien définie, continue et surjective de GL,(C) vers Herm, . Pour tous
x,y € GL,(C), nous avons xz* = yy* si et seulement si 21y = (z71y)* c’est
a dire que o~ 1y appartient & U(n), c’est & dire x = yz avec z € U(n). Donc §
passe au quotient et i nduit une application bijective § de de GL,,(C)/U(n)
vers Herm,!. Cette application est continue par les propriétés de la topo-
logie quotient. L’application réciproque est juste B — TF(\/E) ou 7 est la
projection sur GL,(C)/U(n). Elle est aussi continue. On a bien obtenu un
homéomorphisme. O

Exercice 4.12. Donner la version réelle du théoréme précédent pour ob-
tenir la décomposition polaire de GL,(R). En déduire une version réelle du
dernier corollaire.

5 Produit tensoriel

Je ne sais pas compter jusqu’a un.
Henry David Thoreau
Walden

5.1 L’espace vectoriel K(*¥)

Soit X un ensemble. On note comme d’habitude K¥ I’ensemble des fonc-
tions de X dans K. C’est un espace vectoriel sur K. La somme f+ g de deux
éléments de KX est définie par

(f +9)(x) = f(z) + g(x)

pour tout « dans X . Le produit externe af de a € K avec f € KX est défini
par
(af)(x) = af(x)

pour tout x dans X.

On note K& Iensemble des fonctions f : X — K dont le support est
fini, ou le support de f est par définition supp(f) = {x € X, f(x) # 0}.

Par exemple, la fonction f : N — K définie par f(0) = f(1) = ... =
f(n) = 1,0 = f(n+1) = f(n+2) = ... est de support fini, égal a
{0,1,...,n}, et f € KN, Mais la fonction g définie par 1 = g(z),Vz € N
est de support N, donc de support infinie : elle n’est pas dans KN,
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Proposition 5.1. KX est sous-espace vectoriel de KX. Ce sous-espace a
pour base les fonctions fr, x € X, définies par f(y) = Ouy.

Cest la base canonique de K&X). Elle est en bijection naturelle avec X :
r — f, est la bijection.
Toute fonction f € K(X) s'exprime dans cette base comme suit :

F=> f@)fe

zeX

ou le support de cette sommation est fini, c’est-a-dire, les coefficients f(z)
sont presque tous nuls (ce qui signifie, nuls sauf un nombre fini d’entre eux).
Il est commode d’identifier la fonction f, avec x lui-méme. L’écriture
précédente devient alors
F=Y fl@)
reX

Ainsi, on peut voir KX) comme 'ensemble des combinaisons linéaires des

éléments de X. L’espace K(X) peut aussi étre vu comme Pespace vectoriel
dont une base est X. Tout élément de cet espace s’écrit de maniere unique

comine
E gz

ol les coeflicients «a; sont dans K et sont presque tous nuls. On a donc une
mjection canonique
it X > K& ),

définie par i(z) = f,, et si on identifie f, et z, on a plus simplement i(x) = x.
L’espace K&) a la propriété universelle suivante :

Proposition 5.2. Pour tout espace vectoriel V' et toute fonction f: X — V|
il existe une unique application linéaire f : K& =V telle que :

f=Foi.

Démonstration. C'est parce que K(X) a pour base X, et on applique le
corollaire 7.5 dans [R1]. O

Exercice 5.1. Soit © une variable et X ’ensemble X = {z",n € N}. Mon-
trer que KX est en bijection avec Uensemble des polynémes Klx], et que
cette bijection est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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Exercice 5.2. On considére une relation d’équivalence R sur l’ensemble X,
et le sous-espace F de KX) engendré par les z—1y tels que xRy. Montrer que
pour tous ¢,y € X, on ax—y € F si et seulement si xRy. Indication : pour la
direction non triviale de l'implication, choisir dans toute classe d’équivalence
C modulo R un élément particulier xc. Montrer que les x —x¢, v € C'\ z¢,
forment une base de F. Montrer que si on ajoute d ces éléments tous les
zc, pour toutes les classes d’équivalence C, on obtient une base de KX,
Montrer que pour deux classes d’équivalence différentes Cy et Ca, xo, — 2,
n’est pas dans F.

5.2 Construction du produit tensoriel £ ® F

Soient E, F' deux espaces vectoriels sur K. On va appliquer la construc-
tion de K vue dans la sous-section précédente & ensemble

X =FExF.

On considere donc 'espace vectoriel

K& — REXF)

Cet espace a pour base E x F. Tout élément de K(E*F) gécrit de maniére
unique comme une combinaison linéaire

Z aef(e,f),

(e,f)EEXF

ol les scalaires a,y sont presque tous nuls.

Attention, I'espace KE*E) n’est pas du tout l'espace E x F'; voir Pexer-
cice 5.3. L’espace E x F' est un sous-ensemble de KE*F) il en est une base,
il n’en est pas un sous-espace.

Définition 5.1. Soient E, F des espaces vectoriels et H le sous-espace de
KEXF) engendré par les éléments

(e1+ €2, f) = (e1, f) — 62, ),
(e; fi+ f2) — (e, f1) — (e, f2),
(ae, f) — afle, f),
(e, f) — e, f),
pour tous les choix de vecteurs e,e1,ea € E, f, f1, fo € F' et scalaires a € K.
Le produit tensoriel est Uespace vectoriel quotient de KEXEF) par son sous-

espace H :
E@F =KE<M /g
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On appelle souvent tenseur un élément de I'espace vectoriel £ ® F.
Il découle de la définition du produit tensoriel et des propriétés des quo-
tients qu’on a une application linéaire surjective

p:KEXF) 5 poF.
Pour tous les vecteurs e € E, f € F, on note

p(e, f)) =e® f

et on obtient ainsi une fonction
ExXF—>EQF,(e,f)—e®f.
Cette fonction est notée ¢ et on a donc
wo:EXF—>EQF ¢le,f))=e® f.

Proposition 5.3. Tout tenseur est une combinaison linéaire, et méme une
somme, de tenseurs de la formee® f,e€ E,f € F. On a

(er1+e)@f=ea@f+edf
e@(fi+fo)=ex fi+e® fo,
(ae)® f=ae® f
e® (af) =ae® f.

pour tous les vecteurs e,e1,eq € E, f, f1, fo € F' et scalaires o € K.

On applique ici la priorité d’opération suivante : ® a priorité sur les
autres opérations (somme, produit par un scalaire).

Démonstration. Tout élément de KE*F) est une combinaison lindéaire
d’éléments (e, f). Appliquant I'application linéaire surjective p, on obtient
que tout tenseur est une combinaison linéaire de tenseurs de la forme e ® f,
ee b, feFlF

La derniere assertion résulte de la définition de H (qui a été défini
précisément pour que ces quatres identités soient vraies). Voyons la premiere
identité. On a (e; + e2, f) — (e1,f) — (e2,f) € H = Ker(p); donc
p(e1+e2, 1)) —pl(e1, £)) —p((e, £)) = 0, done p((er +e2, £)) = p((er, £))+
p((e2, f)), et enfin (e1 +e2) @ f=e1 @ f+ea® f.

Pour la somme, il suffit de remarquer que ae® f = (ae® f), donc toute
combinaison linéaire se transforme en une somme. O
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On a clairement
(ae) ® f=e® (af),

puisque tous deux sont égaux a ae ® f.

Exercice 5.3. On suppose que K est un corps fini a q éléments, et que
E. F sont de dimension respectives n,p. Quelles sont les dimensions et les
cardinalités des espaces E x F et KEXF) 2

Exercice 5.4. Montrer que si X et Y engendrent E et F respectivement,
alors les tenseurs x @y, r € X,y € Y, engendrent E ® F.

5.3 Applications bilinéaires

Soien E, F, G des espaces vectoriels. Rappelons qu’une fonction B : E X
F — G est appelée une application bilinéaire si pour tout e € E et tout
f € F, les applications = — B(z, f) et x — B(e, x), respectivement de E
dans K et de I’ dans K, sont linéaires.

Théoréeme 5.1. On suppose que FE,F,G ont pour bases respectives
€1,--ren; f1s---s fps 91, - ., gq.- Pour chaque i, j, k on définit une application
bilinéaire Byji, : E x F — G par son action sur les bases : Byji((ey, fjr)) =
03i0j5: 9. Ces application bilinéaires forment une base de l’espace vectoriel
des application bilinéaires E X F' — G. La dimension de cet espace est npq.

On note Lo(E x F,G) 'espace vectoriel des application bilinéaires E x
F—G.

Démonstration. Montrons qu’elles sont linéairement indépendantes. Si

>_ijk @ijkBiji = 0, évaluons cette application bilinéaire en (ef, ;) : ga donne
/ / .

0= Zijk aijkBijk((eivfj)) = Zijk ;105 051 g = Zk a; jr kgk ; comme les

gk sont linéairement indépendants,on doit avoir a; j p = 0. O

Rappelons qu’on appelle forme bilinéaire une application bilinéaire E X
F - K

Corollaire 5.1. L’espace des formes bilinéaires Ex F — K est de dimension
dim(E) dim(F).

Exercice 5.5. On note Lo(E x F,G) l’espace vectoriel des appplications
bilinéaires de E x F vers G. Montrer que Lo(E x F,G) est canoniquement
isomorphe a L(E, L(F,G)).
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5.4 Propriété universelle du produit tensoriel

Rappelons que nous avons défini une fonction
o EXF - EQF,(e,f)—e® f.

Théoréeme 5.2. La fonction g est bilinéaire.

Pour tout espace vectoriel G et toute application bilinéaire B : E X F' —
G, il existe une unique application linéaire h : E® F — G telle que B =
ho ©o-

Démonstration. La premieére assertion découle des quatre identités de la
proposition 5.3.

Pour la seconde, considérons G et B comme dans I’énoncé. L’unicité de
h:E®F — G telle que B = h o g découle de ce que les e ® f engendrent
I'espace vectoriel E ® F' (proposition 5.3), et que h(e ® f) = Ble, f).

Existence de h : par la propriété universelle de K(F*F) (proposition 5.2),
il existe une application linéaire g : K(EXF) — G telle que g((e, f)) = Be, f)
pour tous les (e, f) € E x F. Il découle des propriétés des applications bi-
linéaires que le sous-espace H de K(E*F) (définition 5.1) est contenu dans
le noyau de g. Il découle alors de la propriété universelle des quotients
(théoréme 9.1 dans [R2]), appliquée & E @ F = KEXF) /H  quil existe
une application linéaire h : E ® F' — G telle que g = h o p. On a alors pour

tous e, f : B(e, f) = g((e, f)) = h(p((e, [))) = h(e® f) = hogo((e, f)). O

Corollaire 5.2. L’espace des applications bilinéaires de E X F vers G est
naturellement isomorphe a l’espace des applications linéaires de E ® F vers

G.

Démonstration. On définit une fonction du second espace vers le premier :
h +— hopy. On vérifie que cette fonction est bien définie (ho g est bilinéaire
E X F — @), et que c’est une application linéaire. Le fait qu’elle est bijective
découle directement du théoreme. O

Corollaire 5.3. L’espace des formes bilinéaires sur E X F' est naturellement
isomorphe a l'espace des formes linéaires sur E ® F.

Corollaire 5.4. On suppose que E, F' sont de dimension finie. La dimension
de EQ F est dim(E)dim(F). Siey,... e, et f1,..., fp sont des bases de E
et I respectivement, alors les e; ® fj forment une base de £ ® F.

Démonstration. L’espace E® F est engendré par les e® f (proposition 5.3),
donc, grace aux formules de cette proposition, par les e; ® f;. Il est donc de
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dimension finie. La dimension de E ® F' est donc égale a celle de son dual
(corollaire 3.1). Elle est donc égale & la dimension de l’espace des formes
bilinéaires sur E x F', donc c¢’est bien dim(F)dim(F') par le corollaire 5.1.
Enfin, la base est bien celle indiqué, puisqu’elle engendre ’espace et a le bon
nombre d’éléments. O

Exercice 5.6. Montrer que la composée h o B d’une application bilinéaire
B et d’une application linéaire h est une application bilinéaire.

Exercice 5.7. Le rang d’un tenseur t € F ® F' est le plus petit k tel que t
est une somme de k tenseurs de la forme e ® f.

(1) Montrer que les tenseurs de rang 1 engendrent E @ F'.

(2) Montrer que le rang d’un tenseur est le plus petit k tel que t est
somme de k tenseur de rang 1.

(3) Si dim(E) = n et dim(F) = p, montrer que le rang de tout tenseur
dans dans E ® F est au plus égal a min(n,p).

(4) Montrer que si e1,...,e, est une base de E, et fi,...,f, est une
base de F, et que sit = Zij aije; ® fi (ai; € K), alors le rang de t est égal
au rang de la matrice (a;;). Indications : montrer que toute matrice de rang
r est somme de r matrices de rang 1, et que cette propri¢té caractérise son
rang ; montrer qu’une matrice de rang 1 est produit d’une matrice-ligne par
une matrice-colonne.

5.5 Isomorphismes canoniques : neutre, commutativité et as-
sociativité

Commencons par un isomorphisme simple, dont la preuve illustre les
méthodes de démonstration qui vont suivre.

Proposition 5.4. KK ~K,a®b— ab.

On peut déja voir que les deux cotés ont la méme dimension (corollaire
5.4).

Démonstration. La fonction K x K — K, (a,b) — ab, est bilinéaire. Il existe
donc par le théoreme 5.2 une application linéaire K@ K — K,a ® b —
ab, qui est forcément un isomorphisme, car les dimensions valent 1 et que
I’application est non nulle : elle envoie 1 ® 1 sur 1. O

Proposition 5.5. [l existe un unique isomorphisme EQF — FQFE,e® f —
f®e.
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Démonstration. On considere la fonction E X F — F @ E, (e, f) — [ ®e.
Elle est bilinéaire, comme il découle de la proposition 5.3. Il existe donc par
le théoréme 5.2 une application linéaire £ ®@ F — F ® E qui envoie e ® f
sur f ® e.
De maniere symétrique, il existe une appplication linéaire F' @ E —
EQF fRe—e® f.
Ces deux applications linéaires sont inverses 'une de l'autre, car £ ® F
(resp. F®FE) est engendré par les e® f (resp. f®e), par la méme proposition.
O

Proposition 5.6. Soient trois espaces vectoriels E, F, G. Il existe un unique
isomorphisme de E ® (F ® G) vers (E® F) ® G, qui envoie chaque vecteur
e@(feg)sur(e®f)®g.

Démonstration. Par une double application de la proposition 5.3, on obtient
que E ® (F ® G) est engendré par les éléments e @ (f ® g); il en découle
I'unicité de I'isomorphisme de 1’énoncé.

Prouvons l'existence. Soit e € E. La fonction A\ : F X G = (E® F) ®
G,(f,9) — (e® f) ® g est bilinéaire (vérifier, en utilisant la proposition
5.3). 11 existe donc par le théoréme 5.2 une unique application linéaire A, :
FRG—= (EQF)®G telleque A\ (f®9) = (e® f) @ g.

On vérifie que la fonction de E vers ’espace des applications linéaires
F®G— (E®F)®G, qui envoie e sur A, est une application linéaire.

Maintenant, la fonction £ x (F ® G) = (E® F) ® G, (e,t) = (1),
est bilinéaire, comme on le vérifie en utilisant ce qui précede, ainsi que la
linéarité de .. Il existe donc par le théoreme 5.2 une application linéaire
E®(FRG) = (EQF)®G, et A\ (t). Cette application linéaire envoie
donc e® (f®g) sur Ae(f®g) = (e® f)@g. C’est donc I'application cherchée.

Par un raisonnement analogue, il existe une application linéaire (E® F')®
G — E®(F®G) qui envoie (e® f) ® g sur e ® (f ® g). C’est 'application
inverse de la précédente, et ce sont donc des isomorphismes. O

Exercice 5.8. Montrer que KQFE et EQK sont canoniquement isomorphes
a E.

5.6 Isomorphismes canoniques : applications linéaires

Proposition 5.7. Soient E, F,G,H des espaces vectoriels de dimension
finie. Alors
LIEG)RL(F,H)~L(E® F,G® H).

39



L’isomorphisme envoie a ® (8 sur lapplication linéaire T(, ) : E® F —
G He® [ ale) 2 B(f).

Démonstration. Soit o € L(E,G), B € L(F,H). La fonction E x F —
G®H, (e, f) = ale) ® B(f), est bilinéaire (proposition 5.3 et linéarité de «
et 3). Il existe donc (théoreme 5.2) une unique application linéaire T'(«, f3) :
E®F - G®H,e® f+— ale) ® B(f). La fonction L(E,G) x L(F,H) —
LIE® F,.G® H),(a,B) — T(a, B) est bilinéaire, comme on le vérifie. Il
existe donc (théoréme 5.2) une application linéaire 7 : L(E,G)®@ L(F,H) —
LIEQF,GeH),a®— T(a, ).

Les espaces vectoriels dans le théoreme ont la méme dimension, qui est
le produit des quatre dimensions (proposition 7.10 dans [R1] et corollaire
5.4).

Montrons que 7 est surjective, ce qui suffira pour prouver le théoréme.
Soient (e;), (f;), (gx), (hy) des bases de E, F,G, H respectivement. Alors les
e; ® fj (resp. gr ® hy) forment une base de E ® F' (resp. G ® H), par le
meéme corollaire. Soit m;j;; I'application linéaire de £ ® F' vers G ® H qui
envoie e; ® f; sur gp @ hy, el les autres ey ® f; sur 0; ces application linéaires
forment une base de L(E ® F,G ® H). Nous construisons un élément ¢ de
L(E,G)® L(F,H) tel que 7(t) = m;ji ; cela prouvera la surjectivité.

On prend t = a ® B ou : aley) = digr, B(f) = dj7h. On a par
construction 7(t) = T(o, ) et donc 7(t)(ey ® fr) = aley) ® B(fy) =
((5ii/gk) & (6jj’hl) = 5ii’5jj’gk ® h; et par suite T(t) = Myjkl- ]

Corollaire 5.5. Si E est de dimension finie, E* @ E* ~ (E ® E)*. L’iso-
morphisme envoie Y, @; @ ¢; sur la forme linéaire E @ E — K,e ® € —

> pile)i(e).

Démonstration. D’apres la proposition 5.7, on a E* @ E* = L(E,K) ®
L(E,K) ~ L(E® E,K®K), et cet isomorphisme envoie ¢y ® ¢ € E* @ E*
sur Papplication linéaire F @ F - K@ K, e ® ¢/ — ¢(e) ® ¥(e'). En com-
posant avec I'isomorphisme K ® K — K de la proposition 5.4, on obtient le
résultat. O

Exercice 5.9. Montrer que si E, F sont de dimension finie, alors L(E, F)
est canoniquement isomorphe 4 E* ® F. Indication : montrer que B :
E*xF — (E,F),(p,f)— (e — p(e)f) est une application bilinéaire bien
définie. Elle induit une application linéaire E* @ F — (E,F), qui est un
isomorphisme, en regardant des bases.
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Exercice 5.10. Montrer que limage de B dans l’exercice précédent est le
sous-ensemble de L(E, F') des applications linéaires de rang 1. Montrer que
toute application linéaire E — F' est une somme d’applications linéaires de
rang 1.

Exercice 5.11. Retrouver l’isomorphisme de [’exercice précédent en utili-
sant la proposition 5.7. Indication : montrer d’abord que L(K,F) est iso-
morphe a F.

Exercice 5.12. Montrer que l’isomorphisme L(E,F) — E* @ F des exer-
cices précédents préserve le rang.

5.7 Produit tensoriel de n espaces

Soit Ei,...,E,, F des espaces vectoriels sur K. Une fonction f
Fy x ... x B, — F est dite n-linéaire si quel que soit ¢ = 1,...,n,
et quels que soient v; € Ej, j € {1,...,n} \ i, la fonction E; — F,
v f(V1, ..., Vo1, 0, V41, . . ., Up) est linéaire.

Le produit tensoriel des n espaces Fn, ..., E, est

Ei®..®E, =KX /H,

ot X = By X ... x E, et H est le sous-espace de K&) engendré par les
éléments
(61, ey 61,64 + fi,€i+1, .. .,6n) — (61, ey €i—15€645,€54 7. - ,en)
_(ela"'7ei*17fiaei+1>"'7en)7
(617 <05 €i—1,0€4, €441, . - . 7en) - Cl(el, s 05 €i—1,64, €541, - - ‘7671)7

pour tous les choix i =1,...,n,e; € E; (j=1,...,n), fi € E;, a € K.
Notons
p:K¥ 5B ®...9F,

I’application linéaire canonique. Notons
e1®...0e, =p((e1,...en))
pour ¢; € E; (i =1,...,n). Notons aussi
o F1 X .. XE, > FE®...0FE,(e1,...,ep) €1 ®...Q ey

Cette fonction est n-linéaire.
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On a alors la propriété universelle du produit tensoriel de n
espaces vectoriels : pour tout espace vectoriel F' et tout application n-
linéaire B : F; X ... x E, — F, il existe une unique application linéaire
h:F1®...Q0 E, — F telle que B = h o .
Propriétés de 1 ® ... E, :
1. L’espace vectoriel des applications n-linéaires Fq X ... X E,, — F est
isomorphe & L(F1 ® ... ® E,, F).

2. Si les dimensions des E; sont finies, alors dim(F; ® ... ® E,) =
dim(Ey) - - - dim(E,,).

3. Si chaque E; admet une base finie B;, alors ’ensemble des vecteurs
11 Q... R vy, v; € B, forme une base de £1 ® ... Q E,.

4. Tout élément de F1 ® ... ® E, est une somme de e; ® ... ® e,, ou
chaque e; est dans F;.

5. Le produit tensoriel d’espaces vectoriels est commutatif et associatif,
a isomorphisme pres.

6. En dimension finie, (E) ® ... ® E,)* est isomorphe & Ef @ ... ® E.
L’isomorphisme de la droite vers la gauche envoie 1 ®...® @, (p; €
EY) sur la forme linéaire ® de F1®...Q E, telle que ®(e1®...®e,) =
pi(e1) -~ pnlen).

7 K®...9K~K.

Les démonstrations de toutes ces propriétés sont tres semblables au cas
oun =2.

Exercice 5.13. Montrer que E ® F' ® G est canoniquement isomorphe a
E® (F®G). Indication : considérer lapplication trilinéaire canonique E X
FxG — E® (F®G) et en déduire, par la propriété universelle, une
application linéaire EQ F @ G — E® (F ® Q) ; définir lapplication inverse
en imitant la prewve de la proposition 5.6. Enoncer des résultats analogues
avec d’autres parenthésages.

5.8 Algebre tensorielle

Rappels sur la somme directe : la somme directe (externe) @,y En
d’une suite infinie d’espaces Fy, F1,...,E,,... est I'ensemble des suites
(Zn)nen, ou chaque z, est dans E, et ou les x, sont presque tous nuls.
L’espace E, s’injecte naturellement dans cette somme directe : z € FE,, est
envoyé sur la suite (x,) ol x,, = x et ou les autres x; sont nuls ; on identifiera
E,, avec son image. Si chaque E, a la base B,,, alors la réunion UneN B,
(avec l'identification mentionnée) est une base de la somme directe.
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Définition 5.2. Soit E un espace vectoriel sur K. L’algébre tensorielle sur

E, notée T(E), est
T(E) =P E*".

n>0

Autrement dit : T'(E) est la somme directe de toutes les puissances ten-
sorielles de E. Il faut noter que E%° est K, que E®! = E, E®? = E® E,
etc....

Une K-algébre est un anneau qui contient K dans son centre.

Théoreme 5.3. T'(E) est une K-algébre. Pour tous e, ..., ey, fi,..., fp, le
produit dee1 ® ... Qe, etde f1R..Qfpeste1®...0e, X1 ... fp,
ce qui détermine entierement ce produit.

La preuve du théoréeme s’appuie sur le lemme suivant, dont la
démonstration est semblable & celle de la proposition 5.6.

Lemme 5.1. Soeint E ..., E,, F, ..., F, des espaces vectoriels. Il existe un
isomorphisme canonique de (B4 ®...QE,)® (F1®...®F,) sur E1®...®
E,®F1®...QF,, qui envoie chaque vecteur (e1®...®e,) @ ([1®...Q fp)
sure1®...0e, @ f1®...® fp.

Théoreme 5.4. On suppose que E a la base finie X. Alors une base de
T(E) est l’ensemble des produits t1 @ -+ Q@ xp, n >0, x; € X.

L’algebre tensorielle T'(F) s’identifie ainsi a 1’algebre des polyndmes non
commutatifs en les variables r € X.

Exercice 5.14. Montrer que l'algébre tensorielle est graduée : il existe un
fonction deg : T(E) - NU{—o0} telle que : (i) deg(x) = —oc0 < x =0 (ii)
deg(x +y) < max(deg(x), deg(y)) et deg(xy) = deg(x) + deg(y).

Exercice 5.15. On considére un espace vectoriel E de dimension finie, avec
une base e, ..., ey, et la base correspondante de E® E (corollaire 5./). Soit
u un endomorphisme de E, de matrice (a;j) dans la base de E. En utilisant
les coefficients de cette matrice, calculer (u®u)(ep®ep) dans la base (e;®e;)
de E® E.

Montrer que la trace de u ® u est le carré de la trace de wu.

On veut montrer que si u est diagonalisable, alors u ® u [’est aussi.

Pour cela, on suppose que la base ey, ..., e, est une base de vecteurs propres
pour u ; montrer que les e; ® e; sont des vecteurs propres de u ® u. Si les
valeurs propres de u sont notées A1, ..., \,, avec multiplicités, quelles sont

les valeurs propres de u ® u ?
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6 Produit extérieur

Rastignac résolut d’ouvrir deux tranchées paralléles pour arriver a la
fortune, de s’appuyer sur la science et sur amour, d’étre un savant
docteur et un homme a la mode. Il était encore bien enfant! Ces deux
lignes sont des asymptotes qui ne peuvent jamais se rejoindre.
Honoré de Balzac

Le pere Goriot

6.1 Applications bilinéaires alternées

Définition 6.1. Une application bilinéaire B : E X E — F' est dite alternée
si pour tous vecteur e € E, on a B(e,e) = 0. Elle est dite anti-symétrique
8l B(:II, y) - _B(y7 ‘,17)

Proposition 6.1. Soient E, F des espaces vectoriels.

(i) L’ensemble des applications bilinéaires alternées de E x E vers F' est
un sous-espace de Lo(E X E, F).

(ii) Une application alternée est anti-symétrique. La réciproque est vrai
st la caractéristique de K est #£ 2.

(iii) Si ey, ..., e, est une base de E, et B une application bilinéaire
ExXE — F, alors B est alternée si et seulement si B(e;, e;) = 0 et B(e;, e5) =
—DBl(ej, e;) pour tous i,j.

Proposition 6.2. Soit e1,...,e, une base de E et f1,..., f, une base de
F. Alors lespace des applications bilinéaires alternées a pour base les appli-
cations By, 1 <i < j<n,1 <k <p, définies par

Bijr(eise;) = fx
Bijk(ej,ei) = —fu
Bijk(erves) = 0

St (Ta 3) 7é (i,j), (]71)

Démonstration. On déduit de la proposition 6.1 (iii) que les B;; sont al-
ternées.

Soit maintenant une application bilinéaire alternée E x E — F
quelconque. Posons B(ej,e;) = > paijefi (aj € K). On a B =
Zl§i<j§n,1§k;§p a;jkBiji. En effet les deux cotés sont des application bi-
linéaires alternées; il suffit donc de vérifier qu’elles coincident sur tous les
couples (e,,es),r < s. A droite ¢a donne Zl§i<j§n,1§k§p a;jiBiji(er, €s).
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Comme Bjji(er, es) est nul sauf si i = 7 et j = s auquel cas ca vaut fi, on
obtient Zlgkgp arskfr = Bler, es), ce qu’on voulait vérifier.

Montrons maintenant que les B;;j, sont linéairement indépendants. Sup-
posons que Zlgiq‘gn,lgkzgp bijkBij = 0. On évalue en (e, e),r < s :
0= Elgkgp brsk fr, donc les scalaires b,.¢; sont tous nuls. ]

Corollaire 6.1. L’espace des formes bilinéaires alternées E X E — K est
de dimension (3).

Exercice 6.1. Si la caractéristique de K n’est pas 2, montrer que toute
application bilinéaire EE x E — F est une somme de maniere unique d’une
application bilinéaire symétrique et d’une application bilinéaire alternée.

Exercice 6.2. Montrer que st la caractéristique de K est 2, alors une ap-
plication bilinéaire est symétrique si et seulement elle est anti-symétrique.

6.2 Carré extérieur d’un espace

Définition 6.2. Le carré extérieur d’un espace vectoriel E est ’espace quo-
tient KEXE) /L 0w L est le sous-espace vectoriel de KIEXE) engendré par
les vecteurs
(e1 +e2,e3) — (e1,e3) — (e2,€3),
(e1,e2 + e3) — (e1,e2) — (e1,e3),
(ae1,e2) — aler, ea),
(e1,ae2) — aleq, e2),
(67 6)7
pour tous les choix de vecteurs ey, eq,e3,e dans E et scalaire a dans K.
Notation pour le carré extérieur de E : E N E. Notation pour 'application
linéaire canonique : p : KEXE) — E A E. Notation : e; A ea = p((e1,e2))
pour tous vecteurs ey, es dans E.

Proposition 6.3. EAE est canoniquement isomorphe au quotient de EQE
par son sous-espace engendré par lese® e, e € E.

Démonstration. On applique le résultat suivant : soit A, B des parties d’un
espace vectoriel V', H le sous-espace engendré par A et L le sous-espace
engendré par AU B ; soit p : V' — V/H la projection canonique et U le sous-
espace de V/H engendré par p(B). Alors V/L est canoniquement isomorphe
ap(V)/U.

En effet, on a un homomorphisme produit V- — V/H — (V/H)/U, qui
est surjectif. Son noyau est p~!(U). Il suffit de montrer que p~*(U) = L.
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Si v € p1(U), alors p(v) € U, donc p(v) est une combinaison linéaire
de p(B), et v est modulo Ker (p) combinaison linéaire de B, donc v est
combinaison linéaire de AU B, donc dans L. Réciproquement si v € L, alors
v est combinaison linéaire de AU B, donc p(v) est combinaison linéaire de
B, donc dans U, et v € p~1(U). O

Proposition 6.4. Tout élément de ENE est une somme e1 Aeg, e1,e0 € E.
Dans EANE, on a les identités

(e1 +e2) Neg =e1 Neg+ex Aes,
61/\(€2+€3) =e1 Nea+e1 Nes,
(ae1) AN ex = a(er N ea),
e1 N (aez) = a(er A es),
eNe =0,
e1 Ney = —ea A eq,

pour tous les choix de vecteurs ey, es, es,e dans E et scalaires a dans K.
L’espace E A\ E possede la propriété universelle suivante.

Théoréme 6.1. L’application ¢y : E X E — ENE, (e, f) — e A f, est
bilinéaire alternée. Pour toute application bilinéaire alternée B : ExE — F,
il existe une unique application linéaire h : EANE — F telle que B = ho g.

Démonstration. La premiere assertion découle de la proposition précédente.
L’unicité de h découle de ce que les e; Aes engendrent KA E. Pour 'existence,
on étend d’abord B en une application linéaire B : KEXF — | (profitant
de ce que E x E est une base de K¥*F) et on remarque que le noyau de B
contient le sous-espace L. On peut alors factoriser B & travers le quotient
KEXE /[, = E A E, et on obtient la derniere égalité. O

Corollaire 6.2. L’espace des application bilinéaires alternées E x B — F
est isomorphe o L(E N E,F).

Corollaire 6.3. Si E est de dimension finie avec base eq,...,e,, l'espace
E N E est de dimension (g), avec base les e; Nej, 1 <1< j<n.

En particulier, EA E =0 si dim(F) = 1.

Démonstration. La dimension de F'A E est égale a celle de son dual. Celui-ci
est L(E A E,K), qui est isomorphe a ’espace des formes bilinéaires alternées
sur F (corollaire précédent). Celui-ci est de dimension (g) par le corollaire
6.1. ]
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Corollaire 6.4. Soient x,y € E. Alors x,y sont linéairement dépendants
st et seulement si x Ay = 0.

Corollaire 6.5. Toute application linéaire u : E — F induit une unique
application linéaire EAE — FAF, notée u/u, telle que pour tous x,y € F,
on a (uAu)(xAy)=u(x) Au(y).

Démonstration. On considere la fonction E x E — F A F, (z,y) — u(z) A
u(y). Elle est bilinéaire alternée. On applique le théoréme. O

Rappelons qu'un plan (resp. une droite) d’un espace vectoriel est un
sous-espace de dimension 2 (resp. dimension 1).

Corollaire 6.6. On suppose que E est de dimension finie. La fonction qui
a un plan de E associe la droite de E N E engendrée par x Ay, ou x,y
engendrent le plan, est injective.

Démonstration. Si x,'y’ est une autre base, alors ' = ax + by, vy’ = cx + dy.
Donc 2’ Ay = (ax + by) A (cx + dy) = (ad — be)x A y. La fonction est donc
bien définie.
Si P, P’ sont deux plans différents, nous avons deux cas. Soit F' le sous-
espace engendré par P U P’.
1. dim(F) = 3 : comme dim(P)+dim(P’) = dim(P+ P')+dim(PNP’),
PN P’ est une droite ; il existe alors une base x,y, z de I telle que z,y
soit une base de P et y, z soit une base de P’. Alors les vecteurs zAy et
y Az sont linéairement indépendants (théoreme de la base incompléte
et corollaire 6.3). Donc les plans P, P’ ont une image distincte.

2. dim(F) = 4 : il existe alors une base z,y,z2,t de F telle que x,y
soit une base de P et z,t soit une base de P’. Alors cette base de F'
s’étend en une base de F, et il s’ensuit par le Corollaire 6.3 que x Ay
et y A z sont linéairement indépendants. Donc les plans P, P’ ont une
image distincte.

O]

Il découle du corollaire précédent que ’ensemble des plans de E s’injecte
naturellement dans l’espace projectif sur £ A E. Rappelons que !’espace
projectif P(V') sur un espace V est par définition I’ensemble des droites de
V.

Exercice 6.3. Montrer que si E est un sous-espace de F', alors ENE est
un osu-espace de F'AF.
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Exercice 6.4. Soient u,v € L(E, F). Pourquoi ne peut-on pas définir une
application linéaire ENE — F AN F qui envoie x Ay sur u(x) Av(y) ?

Exercice 6.5. Montrer que’il existe une unique application linéaire w :
VeV VeV tele que wilu®@v) =v®u. Un élément t de V@V est
dit symétrique (resp. anti-symétrique) si w(t) =t (resp. = —t). Montrer que
l’ensemble S (resp. A) des éléments symétriques (resp. anti-symétriques) est
un sous-espace de V® V. On suppose que la caractéristique de K n’est pas 2
(c’est-a-dire 1+1 # 0). Montrer que S (resp. A) est engendré par les éléments
UVt vRu (resp. u@v — v u). Montrer que V® V est somme directe
de ces deuz sous-espaces. Montrer que VAV est canoniquement isomorphe
a A (utiliser la fonction u Av— (1/2)(u®@v —v®@u)).

6.3 Puissance extérieure d’un espace

La n-éme puisance extérieur d’un espace vectoriel E est

ﬂE:wm@,

olt X = E™ et L est le sous-espace de KX engendré par les éléments

(617 ey 611,64 + fivei-i-la .. '7671) - (617 ey €i—1,€4,€541,5 - - - 7671)
7(61a L 7ei71)f’ia€i+17 .. '7671)7
(617 <oy €i—1,064, €41, .- - 7en) - a(617 sy €i—1,€64, €441, - - '7671)5

pour tous les choix i =1,...,n,e; € E; (j =1,...,n), fi € E;, a € K, ainsi
que tous les éléments de E™ dont au moins deux composantes sont égales.

On note e; A -+ A e, I'image canonique de (eq,...,e,) dans A" E. On
note ¢o : E™ — A" E,(€e1,...,en) = €1 A+ Aep.

L’espace \" E est canoniquement isomorphe au quotient de I'espace E®"
par son sous-espace engendré par les tenseurs 1 ®- - - ® e, tels que pour deux
indices 4, j distincts, on a e; = e;.

Rappel d’algebre linéaire 2 : application n-linéaire alternée, voir [R2]
définition 21.2.

Théoreme 6.2. L’application g est n-linéaire alternée. Pour tout applica-
tion n-linéaire alternée B : E™ — I, il existe une unique application linéaire
h:\"E — F telle que B = ho .

Corollaire 6.7. L’espace des applications n-linéaires alternées E™ — F' est
isomorphe a L(\" E, F).
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Corollaire 6.8. Si FE est de dimension d, alors \" E est de dimension
(Z) Si e1,...,eq est une base de E, alors \" E a pour base les éléments
en N Ne;,, 1 <4 < ... <1y, <d.

Exercice 6.6. Montrer que si ey,...,en et fi,..., fn sont des bases de F,
avec f; = Y. aijeq, alors fi A... N fn = det(A)er A--- Aey, ot A est la
matrice a;.

6.4 Sous-espaces

Corollaire 6.9. La fonction qui a un sous-espace F' de dimension n de E
associe la droite de \" E engendrée par ey \... A ey, e1,...,e, base de F,
est injective.

Corollaire 6.10. Des wvecteurs eq,...,e, de FE sont linéairement
indépendants si et seulement sie; A ... ANe, # 0.

6.5 Algebre extérieure

L’algebre extérieure de E est

/\E:T@;\E

C’est une K-algebre telle que le produit de ey A... Aey et de fi A... fi
estegr A...ep A fIAL L [

Exercice 6.7. Montrer que l’algébre extérieure \ E est le quotient de
Ualgébre tensorielle T(E) par lidéal engendré par les tenseurs e; ® ... ® ey,
tels qu’il existe 1 <1 < j < avec e; = e;.

Exercice 6.8. Soient deux sous-espaces F,G de E, avec base fi,... fp,
91y, 9q- Sotentu = fi\---Nfp etv=giA---ANgq. Montrer que FNG # 0
st et seulement si u Av = 0.

7 Compléments sur les espaces vectoriels : dimen-
sion infinie

Sans doute les idées se projettent en raison directe de la force avec laquelle
elles se congoivent, et vont frapper la o le cerveau les envoie, par une loi
mathématique comparable a celle qui dirige les bombes au sortir du mortier.
Honoré de Balzac

Le pere Goriot
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7.1 Existence d’une base dans le cas de la dimension infinie

Rappelons qu’une partie L d’un espace vectoriel E est dite linéairement
dépendante s’il existe des vecteurs distincts v1, ..., v, dans L et des scalaires
non tous nuls tels que ), a;v; = 0. Une partie linéairement indépendante
est une partie qui n’est pas linéairement dépendante.

On utilise le résultat suivant, appelé Lemme de Zorn. Pour cela on
considére un ensemble ordonné E ; un élément x de E est dit mazimal (resp.
minimal) si pour tout y dans E, y > = implique y = z (resp. si pour tout
y dans F, y < z implique y = x). Autrement dit : = est maximal s’il n’y
a pas dans F d’élément plus grand que z. Cela ne signifie pas que x est le
maximum de FE ; voir exercice 7.1.

L’ensemble E est dit inductif si pour tout partie totalement ordonnée F'
de E, F' a un majorant dans FE, c’est-a-dire un y € E tel que Vo € F', x < y.

Théoréme 7.1. (Lemme de Zorn) Tout ensemble non vide ordonné inductif
a au moins un €lément mazimal.

Avant de Dappliquer, prouvons le joli résultat mettant en lumiere la
symétrie entre “linéairement indépendant” et “générateur”.

Proposition 7.1. Soit H une partie d’un espace vectoriel E. Les conditions
suivantes sont équivalentes.

(i) H est une base de E.

(i) H est mazimal dans [’ensemble L des parties linéairement
mdépendantes de E, ordonné par inclusion.

(i1i)) H est minimal dans l’ensemble G des parties génératrices de E,
ordonné par inclusion.

Démonstration. O

Théoreme 7.2. Tout espace vectoriel a une base.

Démonstration. 11 suffit de montrer que l’ensemble L des parties
linéairement indépendantes de ’espace vectoriel F, avec ’ordre d’inclusion,
est inductif.

Soit maintenant une partie J totalement ordonnée de L. Faisons la
réunion L de toutes les éléments de J (ces éléments sont des parties de E'!).
Montrons que L est une partie linéairement indépendante. Sinon, il existe
des vecteurs distincts vq,...,v, dans L et des scalaires non tous nuls tels
que ), a;v; = 0. Chaque v; est dans L, donc dans un élément L; de J. Les
éléments Ly, ..., L, sont dans J qui est totalement ordonné ; donc 1'un des
L; est plus que tous les autres, c’est-a-dire, les contient. Alors vy,...,v, € L;,
ce qui contredit que L; doit étre une partie linéairement indépendante. [J
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On peut plus généralement démontrer le théoréeme suivant, qui contient
aussi le théoreme de la base incomplete.

Théoreme 7.3. Si dans un espace vectoriel, on a une partie linéairement
indépendante L et une partie génératrice G telles que L C G, alors il existe
une base B telle que L C B C G.

La preuve est laissée en exercice.

On peut toujours appeler dimension la cardinalité commune des bases.
Car on a le théoréeme suivant, dont la preuve repose sur des arguments de
cardinaux infinis.

Théoréme 7.4. Toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension infinie
ont la méme cardinalité.

Démonstration. Soit une base B de E. Ecrivons B = (u;);er, donc |B| = |I|.
Soit C une autre base. Tout v dans C' est une combinaison linéaire d’un
nombre fini de vecteurs dans B : il existe une partie finie .J, de I telle que v
est combinaison linéaire des u;, j € J,. On a I = UyecJy, car sinon, E serait
engendré par une partie propre de B, qui ne serait pas une base. Notons Ry
la cardinalité de N. Alors, par des propriétés bien connues des cardinaux
infinis (pas si évidentes que ca en fait), on a : |[B| = [I| < > o [Ju] <
S uce Mo < [CIR = (O],

Par symétrie, on a aussi |C| < |B|, d’ou 1’égalité. O

Une chose qui ne marche pas, c’est le théoreme qui dit que si F est
un sous-espace de F' et si E, F' ont méme dimension, alors ils sont égaux;
contre-exemple laissé au lecteur (voir I'exercice 7.3).

Exercice 7.1. (i) Donner un exemple d’ensemble ordonné E ayant au
moins deuzr éléments mazimauzx. Sont-ils comparables ?

(i) Montrer que si E est totalement ordonné, alors x maximal implique
T maximum.

Exercice 7.2. Démontrer le théoréme 7.3, en montrant que l’ensemble des
parties linéairement indépendantes K telles que L C K C G est inductif.

Exercice 7.3. On considére l’espace vectoriel K|x]. Trouver une base. Trou-
ver un sous-espace de dimension dénombrable qui est différent de K|x].

Exercice 7.4. Montrer que la dimension de Uespace vectoriel K&) est la

cardinalité de X. En déduire qu’il existe des espaces vectoriels de dimension
arbitraire.
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Exercice 7.5. Montrer que la dimension de R, comme espace vectoriel sur
Q, est infinie. Indication : utiliser le fait que le produit de deux ensembles
dénombrables est dénombrable (un ensemble est dit dénombrable s’il est en
bijection avec N).

7.2 Applications linéaires

Comme pour la dimension finie, une application linéaire est définie
entierement par les images des éléments d’une base, et pour tout choix de
ces images, il y a une unique application linéaire.

7.3 Non isomorphisme de 1’espace et de son bidual

Théoréme 7.5. Soit £ un espace vectoriel de dimension infinie. L’applica-
tion linéaire canonique 0 : & — E*™* est injective et n’est pas surjective.

Démonstration. Soit B une base, vue comme une partie de E. Pour tout
b € B, on considere la forme linéaire b* sur E qui envoie chaque x dans B
sur dp,. On montre que les b*, b € B, sont linéairement indépendants.

On peut compléter la partie linéairement indépendante {b* | b € B} de
E* en une base de E*. Considérons une forme linéaire v sur E* telle que
u(b*) = 1 pour tout b € B.

Montrons par l'absurde qu’il n’y a pas de e € E tel que f(e) = u.
Sinon, en écrivant e = ), _ 5 apb, avec des a; presque tous nuls, choisissons
x € B tel que a, = 0 (il existe car B est infini et les a; presque tous nuls).
Alors 1 = u(z*) = 0(e)(z*) = 2*(e) = 2*(D_pepaph) = D pepapzr™(b) =
Y bep W0zb = ap = 0, contradiction. d

8 Compléments sur les espaces vectoriels : corps
non commutatif

[ .. ] la musique, le plus poétique et le plus précis des arts, vague comme
un songe et exact comme [’algéebre.

Guy de Maupassant

Lettre d’un fou

On considere ici un corps K non nécessairement commutatif. Il faut alors
préciser si 'espace vectoriel est a gauche ou a droite sur K : on écrit ’action
de K sous la forme va (v le vecteur, a le scalaire) si ¢’est un K-espace vectoriel
a droite.
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La démonstration de I'existence des bases est en tout point semblable au
cas des corps commutatifs, ainsi que celle de la dimension. Une application
linéaire entre espaces vectoriels, tous deux a droite, satisfait les conditions
usuelles.

Pour les matrices des applications linéaires (en dimension finie), il faut
faire attention. Commencons par un exemple. Considérons ’espace vectoriel
K & droite : le produit externe est le produit de K : v € K (le vecteur), a € K
(le scalaire) ; le produit externe est va.

Considérons une application linéaire f : K — K pour cette structure
d’espace vectoriel a droite : elle doit satisfaire f(va) = f(v)a.

Soit u : £ — F une application linéaire entre eux espaces vectoriels a
droite (f(ea) = f(e)a). Avec des bases respectives ey, ..., ep, fi,..., fn, On
définit sa matrice [a;;] comme dans le cas commutatif par u(e;) = >, fia;;.

Les vecteurs-lignes d’une matrice n x p sont donc éléments de K!'*P,
espace vectoriel a gauche, alors que les vecteurs-colonnes sont éléments de
’espace vectoriel K™*!, espace vectoriel & droite '. Avec ces conventions, on
a le résultat suivant.

Théoreme 8.1. Le rang des vecteurs-lignes d’une matrice est égal au rang
de ses vecteurs colonnes.

On appellera donc rang d’'une matrice ce nombre.

Démonstration. Premiere preuve : L’algorithme de Gauss-Jordan s’applique
tout-a-fait, avec la précaution que les multiplications d’une ligne par un
scalaire se font par la gauche. Il est facile de vérifier que le sous-espace
engendré par les lignes est invariant tout au cours de I'algorithme. On obtient
donc que le rang des lignes est égal au nombre de pivots de la matrice I-
réduite échelonnée.

Maintenant, il est vrai aussi que si cette derniere est notée N et si M est
la matrice de départ, alors N = PM pour une certaine matrice inversible.
Ceci implique que l’espace a droite des colonnes de N est I'image par un
isomorphisme de I'espace des colonnes de M. Ils ont donc méme dimension,
qui est le rang des colonnes de M. On vérifie enfin que I'espace des colonnes
de N est égal a l’espace engendré par les eq, ..., e; (ou les e; forment la base
canonique de l'espace de toutes les colonnes sur K), ou k est le nombre de
lignes non nulles de N, c’est-a-dire le nombre de pivots (voir [R1] 12.6).

Deuxieme preuve : on montre que le rang des vecteurs-colonnes de M €
K"*™ est égal au plus petit r tel que M = PQ, pour des matrices P € K"*"

1. Une maniere de comprendre ceci est de considérer les scalaires comme des matrices
de taille 1 x 1 et de respecter les compatibilités dans les produits de matrices
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et Q € K™*™ A cause de la symétrie de cette propriété, c’est aussi le rang
des vecteurs-lignes de M. O

Ce qui ne marche pas :

(i) la formule du produit des transposées de deux matrices; ce n’est déja
pas vrai en dimension 1!

(ii) Il n’y a pas de théorie des déterminants, qui seraient des fonctions
polynomiales (non commutatives) des coefficients de la matrice.

(iii) L’égalité des rang d’une matrice et de sa transposée (voir exercice
8.2).

(iv) L’espace L(E, F) n’est pas un espace vectoriel en général. Cepen-
dant, si E est un espace vectoriel a droite, son dual E* = L(F,K) est un
K-espace vectoriel a gauche. Par exemple, les vecteurs colonnes forment na-
turellement un espace vectoriel a gauche et leur dual est 'espace des lignes,
qui forment naturellement un espace vectoriel a gauche.

Exercice 8.1. Montrer que si K est commutatif, tout espace vectoriel a
gauche sur K l’est aussi a droite, et réciproquement. Quel est parmi les huit
aziomes des espaces vectoriels (voir [R1]) celui qui fait que ceci n’est pas
vrai lorsque K est non commutatif ?

Exercice 8.2. Montrer par une contre-exemple que le rang d’une matrice
2x 2 n’est pas toujours égal au rang de sa transposée. Indication : considérer

b

) a
la matrice [
aa ab

9 Modules sur un anneau

Mon pére tracait a la craie sur un tableau noir des signes énigmatiques,
figures de géométrie ou formules d’algébre, avec cette netteté dans les
lignes des courbes ou les lettres des polynomes qui révélait I’habituelle

méthode de son étre intime.
Paul Bourget
Le disciple

9.1 Définitions et exemples

Soit A un anneau non nécessairement commutatif. Un A-module a droite
est un groupe abélien M avec une opération externe M x A — M, (m,a) —
ma avec les axiomes :

(i) m(ab) = (ma)b;
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(ii) mly = m;

(iii) m(a 4+ b) = ma + mb;

(iv) (m+m')a = ma+m'a;
pour tous les m,m’ € M et a,b € A.

Les modules a gauche sont définis de maniere analogues. Lorsque 'anneau
est commutatif, un module & droite est aussi un module a gauche (voir les
exercices 9.1 et 9.2).

Lorsque A est un corps, les A-modules a droite sont les espaces vectoriels
a droite sur A.

Un exemple de module a droite est le suivant : soit M = A" les vecteurs-
lignes de longueur n sur A. C’est un module a droite sur 'anneau des ma-
trices carrées d’ordre n; la loi externe est le produit matriciel d’'un vecteur
ligne par une telle matrice.

De méme, ’ensemble des vecteurs colonnes sur A est un module a gauche
sur ’anneau de ces matrices.

L’anneau A est un module & gauche, et aussi un module a droite, sur
lui-méme.

Un groupe abélien est un Z-module, et réciproquement.

Les sous-modules sont définis de maniere évidente. Pour la structure de
A-module a droite de A, les sous-modules sont les idéaux a droite. Les sous-
modules des Z-modules (= groupes abéliens) sont les sous-groupes.

Les homomorphismes de modules, appelés aussi applications linéaires,
sont des fonctions qui préservent ’addition et la produit externe. Pour un
tel homomorphisme, on doit avoir, dans le cas des modules a droite

f(ma) = f(m)a.

Le noyau se définit comme on pense par Ker(f) = f~1(0). Sa propriété
de base est que
f injective < Ker(f) = 0.

Le quotient d’un module par un sous-module se définit d’abord comme
groupe abélien, puis la loi externe y est définie. Il n’y a pas vraiment de
différence dans les preuves, par rapport aux espaces vectoriels.

Propriété universelle du quotient : Soient M, N des modules et f : M —
N un homomorphisme de modules. Il existe une unique application linéaire
f: M/XKer(f) — N telle que f = f op, oil p est la projection canonique
M — M/ Ker(f).

Le produit cartésien d'une famille de modules (M;);cr est, en tant qu’en-
semble, leur produit cartésien [[,.; M;, avec somme et produit externe
définis composante par composante.
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La somme directe de cette famille est le sous-module du produit cartésien
des I-uplets dont le support est fini. Il est noté @,.; M;.

Exercice 9.1. Montrer que si M est un module a droite sur ’anneau com-
mutatif A, alors la loi externe A x M — M, (a,m) — ma en fait un A-
module a gauche. Quel est le seul axiome a vérifier ¢ Pourquoi ¢a ne marche
pas quand A n’est pas supposé commutatif ¢

Exercice 9.2. Montrer que si M est un A-module a droite, alors M est aussi
un A°P-module a gauche sur l’anneau opposé AP, dont la multiplication est
(a,b) — ba.

Exercice 9.3. Soit M un module a droite. Montrer que l’ensemble des ho-
momorphismes M — A est naturellement un module a gauche sur A, son
dual. Avec M = 7./27 et A = 7, montrer que son dual est nul.

9.2 Combinaisons linéaires, bases et modules libres

Une combinaison linéaire dans un A-module a droite M est définie de
maniere tout-a-fait analogue au cas des espaces vectoriels : mjai+- - -+mgay.
On pourra donc parler de vecteurs linéairement indépendants, etc...

Notons ce qui ne marche pas dans les modules, comparés aux espaces vec-
toriels : si des vecteurs sont linéairement dépendants miai+---+mgay = 0,
alors il n’est pas vrai en général que I'un d’eux soit linéairement dépendants
des autres ; car on peut bien écrire mia; = — ) 5,4 M4a; en supposant par
exemple que aq est non nul, mais on ne pourra pas multiplier a droite par
afl, car dans un anneau, un élément non nul n’est pas forcément inversible.
De cette impossibilité, découle 'inexistence des bases dans un module en
général.

Un module est dit finiment engendré, ou de type fini, s’il existe un nombre
fini de vecteurs qui ’engendrent, c’est-a-dire que tout vecteur dans le module
en est une combinaison linéaire.

Un module est dit libre s’il a une base. Une base est un ensemble de
vecteurs tel que tout vecteur dans le module est combinaison linéaire de
maniere unique des vecteurs de la base.

Propriété universelle des bases : toute fonction de la base vers un module
se prolonge de maniére unique en une application linéaire.

Conséquence : tout module finiment engendré est quotient d’un module
libre de rang fini.

Lorsque 'anneau A est commutatif, toutes les bases d’'un module libre
ont la méme cardinalité; une preuve possible passe par les déterminants :
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on montre que si on a une base avec n éléments, alors il existe une forme
n-linéaire alternée non nul (déterminée par le déterminant), et que toute
forme p-linéaire avec p > n est nulle (voir exercice 9.4). On Pappelle le rang
du module (et non dimension, pour des raisons qui m’échappent).

Il existe des anneaux non commutatifs et des modules libres sur ces
anneaux tels qu’on n’a pas unicité des cardinalités des bases des modules
libres.

Ce qui ne marche pas non plus, c’est qu’on peut avoir un module libre
de rang n, et un sous-module propre, qui est un module libre, et aussi de
rang n. Un exemple simple est Z, 27, avec A = Z.

Pour une application linéaire f : M — V entre modules libres, avec
bases respectives mi,...,mp et vi,...,v,, on définit sa matrice P =
(aij)lgignylgjgp par la formule usuelle

flmy) =Y viai;.

1<i<n

Si on représente les vecteurs dans ses base par des vecteurs colonnes, on
a la formule usuelle
Y =PX, (6)

X et Y étant les vecteurs colonnes associés & x € M, y = f(z) € V, avec
donc X =(z1,...2p), Y = (y1,...,yn) €t

X = Zvjxi,Y = Zwyl
j %

Remarquez qu’on a choisi ici des modules & droite pour obtenir les for-
mules usuelles. Pour des modules a gauche, ce sont des vecteurs-lignes qu’il
faut employer, et il faut modifier aussi la définition de la matrice d’une
application linéaire, en échangeant lignes et colonnes.

Exercice 9.4. Montrer que si A est commutatif, alors le déterminant d’une
matrice, vu comme une fonction (A™)" dans A, est une forme n-linéaire
alternée, ou les lignes de la matrice sont vues comme des éléments de A™ ;
montrer que cette forme est non nulle. Montrer que si p > n, alors toute
forme p-linéaire alternée sur A™ est nulle. En déduire que les cardinalités
des bases d’un A-module libre finiment engendré sont égales.

Exercice 9.5. Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes,
pour anneau (non nécessairement commutatif A) :
(i) Pour chaque module libre, toutes ses bases ont méme cardinalité.
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(i) Toute matrice inversible sur A est carrée (précisément : si M €
Myy(A) et N € My, (A) et si MN = 1,,, NM = I,,, alors p=n).

Exercice 9.6. Donner les définitions adéquates de matrices d’une applica-
tion linéaire entre modules a gauche libres, ainsi que pour celles des vecteurs-
lignes associés aux vecteurs, et donner la formule remplacant I’équation (6)
et sa preuve.

Exercice 9.7. Montrer que si l’anneau est infini, alors tout module libre
non trivial est infini. En déduire l'existence de Z-modules qui ne sont pas
libres.

9.3 Torsion

Soit M un module & droite. L’ annulateur {a € A | ma = 0} d’un élément
m € M est un idéal a droite de A. L’annulateur {a € A | Na = 0} d’un
sous-module NV de M est un idéal bilatere de A.

Un module est sans torsion si 'annulateur de tout élément non nul est
nul. Au contraire, on dit qu'un module est de torsion si tout élément a un
annulateur non nul.

Tout module libre est sans torsion, faire ’exercice 9.8.

Exercice 9.8. Montrer que tout module libre sur un anneau intégre est
sans torsion. En déduire [’existence de Z-modules mnon libres, et plus
généralement, pour tout anneau commutatif qui n’est pas un corps (utiliser
un quotient de l’anneau,).

10 Modules sur un anneau commutatif principal
integre

On considere dans ce chapitre un anneau commutatif integre et principal
A : tout idéal de A est engendré par un élément, donc est de la forme aA,
a € A. Les exemples typiques sont Z et K|[z], K corps commutatif. Les
modules seront notés a gauche.

Exercice 10.1. Montrer qu’un anneau commutatif, vu comme module sur
lui-méme, est un module libre, si et seulement si c’est un anneau est prin-
cipal.

Exercice 10.2. Montrer que l’idéal de Z[x] engendré par 2 et x n’est pas
principal. En déduire que Z[x] n’est pas un anneau principal.
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10.1 Mise sous forme diagonale des matrices sur A

On considere les opérations de lignes et de colonnes sur les matrices a
coefficients dans A. Les opérations de lignes sont de trois sortes :

(i) échanger les lignes i et j, opération notée (ij);

(ii) multiplier la ligne i par un scalaire a inversible. Notation : aLj; ;

(iii) ajouter a la ligne 7 la ligne j multipliée par a, avec i # j; Notation :
L; +aL;.

Les opérations de colonnes sont similaires, et notées avec des C.

Théoréeme 10.1. Soit M wune matrice a coefficients dans A. Par des
opérations de lignes et de colonnes, on peut transformer M en une matrice
de la forme

[dy 0 - o oo oo 0
0 dy 0 o --v o 0
Do : (7)
o -~ 0 d 0 ... 0
0 e e e 0
our >0, les d; sont des éléments non nuls de A avec dy|dz|---|d,.

On appellera qu’'une matrice est sous forme diagonale si elle a cette
forme, avec la condition sur la divisibilité. On appelle diviseurs principaux
les éléments dy, ..., d,.

La preuve ci-dessous donne un algorithme pour mettre la matrice sous
forme diagonale ; dans la pratique, on n’a pas besoin de suivre strictement
cet algorithme, et 1’algorithme est tres rapide (du moins sur Z) ; cela vient
du fait que I'algorithme euclidien est rapide (de basse complexité).

Démonstration. Nous ne prouvons ce théoreme que dans le cas A = Z,
avec la propriété supplémentaire que les d; sont des entiers naturels. Le cas
général n’est pas tres différent, mais I'avantage de travailler avec les entiers,
c’est que chaque idéal de Z est engendré par un unique entier naturel, et
qu’on pourra faire une récurrence facile sur ceux-ci.

On peut supposer M non nulle. On va montrer qu’on peut transformer
M par des opérations lignes et de colonnes en une matrice ayant la forme

par blocs
di 0
(o 5) ®)

ol dj est un entier naturel non nul qui divise chaque coefficient de la matrice
B (les 0 en gras représentent des matrices lignes et colonnes de la taille
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appropriée). Par hypothese de récurrence (sur la taille de la matrice), ce
sera suffisant ; en effet, si les coefficients d’une matrice sont divisibles par un
entier a, cette propriété est préservée par opérations de lignes et de colonnes.

1. Par permutation de lignes et de colonnes, et par multiplication par
—1 au besoin, on peut se ramener a mi; > 0, et a my; < ]mw\ pour tous %, J
tels que m;; est non nul.

2. Dans la suite de 'algorithme, |m;1| n’augmentera pas. A chaque étape
de cet algorithme, si la matrice obtenue a un coefficient non nul de valeur
absolue plus petite que son coefficient 1,1, on retournera a I’étape 1. Cela
ne peut se produire qu’un nombre fini de fois.

3. On choisit dans la premiere colonne un coefficient m;;, avec @ > 1, et
on fait la division euclidienne par mi1 : m;1 = mi1q + 17, 0 < r; <mqi. On
fait I'opération de lignes L; — qL1, ce qui a pour effet de remplacer m;; par
r;. Si r; # 0, on retourne a ’étape 1. Si r; = 0, on prend un autre i. En
répétant cette procédure, on obtient comme premiere colonne

mi1
0

0
4. On fait de méme pour la premiere ligne, avec des opérations de co-
lonnes. On est alors ramené a la forme (8), mais avec la possibilité qu’un
coefficient b de B ne soit pas divisible par mq1, et on peut se ramener a
b > 0. On ajoute alors la colonne de b a la premiere et on obtient comme

premiere colonne
mi1

avec b sur la ligne 7. On retourne a 1’étape 3 avec ce i, ce qui a pour effet de
remplacer m;; par r; avec 0 < r; < mi1, et on retourne a ’étape 1. ]

Définition 10.1. On appelle groupe linéaire d’ordre n de A le groupe des
matrices inversibles dans A"*™. Notation : GL,(A).

Une matrice est dans GL,(A) si et seulement si son déterminant est
inversible dans A.

Corollaire 10.1. Soit M une matrice de taille n X p. 1l existe des matrices
P e GLy(A) et Q € GLy(A) telles que PMQ soit sous forme diagonale.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que les opérations de colonnes sont si-
mulées par des multiplications par la gauche par des matrices inversibles, et
semblablement pour les colonnes. Ceci est tout-a-fait semblable au cas ou
I’anneau est le corps des réels, voir par exemple [R1] Proposition 12.5. [

Exercice 10.3. Mettre sous forme diagonale les matrices suivantes :

<3 1)(123) 2_13_14 <20>
~1 2 45 6 S e Ly 0 3
10.2 Unicité de la forme diagonale

Théoreme 10.2. La forme diagonale du théoréme 10.1 est unique. De
maniere précise, r est le rang de la matrice dans le corps des fractions de
A et les idéauxr d; A sont complétement déterminés par la matrice : d; A est
lidéal engendré par les mineurs d’ordre ¢ de la matrice.

On peut aussi dire que les éléments d; sont déterminés a association
pres : a,b dans A sont associés si et seulement si aA = bA si et seulement
s’il exste u € A inversible tel que a = ub.

(72 )=o)

Le 1-mineurs engendrent Z: et le 2-mineur est 5.

Exemple 10.1.

Notons H;(M) I'idéal engendré par les i-mineurs de M.

Démonstration. 1. Le rang d’une matrice ne change pas apres opération de
lignes ou de colonnes, d’apres le corollaire 10.1. De plus, le rang de la matrice
sous la forme diagonale du théoreme 10.1 est r. Ceci prouve ’assertion sur
le rang.

2. Nous montrons que lors d’une opération élémentaire de lignes ou de
colonnes M — M’ on a H;(M) = H;(M'). On peut déja s’en convaincre
pour les 1-mineurs : le cas le moins facile est une opération de lignes L; +-aL;
(pour les colonnes c’est analogue); dans ce cas m}, = m;; + amji et les
autres mg sont inchangés, en particulier les m , ce qui implique que 'idéal
engendré par les coefficients de la matrice est inchangé.

Regardons le cas i = 2, auquel nous nous restreindrons, pour simplifier.
Une opération de lignes (ij) laisse les 2-mineurs globalement invariants, sauf
a multiplier certain d’entre eux par —1. Une opération al; laisse certains
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mineurs invariants et multiple certains d’entre eux pas 1’élément inversible
a. Considérons une opération de lignes L;+aL;, et nous prenons i = 1, j = 2
pour simplifier ; les 2-mineurs sont inchangés, sauf s’ils sont logés dans les
lignes 1 et k, k > 3, et nous prenons k = 3 pour simplifier. On a alors

a b --- at+ac b+ ad
c d --- , c d
M= ¢ ¢ ... [>M= e f

Le 2-mineur de M’ logé en les lignes 1 et 3, et dans les deux premieres
colonnes (pour simplifier, les autres cas sont similaires) est

c d
e f

a b

€f+oz

)

at+ac bt+ad|
e f N

ce qui implique que Ho(M) = Hy(M').

3. Nous montrons maintenant que si M est sous la forme diagonale du
théoreme 10.1, alors H;(M) = dy ---d;A pour i = 1,...,7. On voit en effet
que les seuls mineurs non nuls de cette matrice sont les mineurs principaux,
c’est-a-dire, dont la diagonale sur la diagonal principale de M. Un tel mineur,

s’il est d’ordre 1, est, par la propriété de divisibilité, un multiple de dy - - - , d;.
Donc H;(M) =d; - - - d;A dans ce cas.
4. Le théoreme découle des trois parties précédentes. ]

Exercice 10.4. Retrouver les formes diagonales des matrices de l’exercice
10.3 en utilisant le théoreme 10.2.

Exercice 10.5. Montrer qu’une matrice carrée sur A est inversible si et
seulement si sa forme diagonale est l’identité.

Exercice 10.6. Une matrice élémentaire sur A est une matrice obtenue
par une opération de lignes a partir d’une matrice identité. Montrer que la
définition est équivalente si on remplace “lignes” par “colonnes”. Montrer
que toute matrice inversible sur A est un produit de matrices élémentaires.

Exercice 10.7. Utiliser la mise sous forme diagonale pour résoudre sur A
un systeme d’équations linéaires sur A.

10.3 Sous-modules de AP

Théoréme 10.3. Pour tout sous-module H d’un A-module L libre de rang
p, il existe une base x1,...,xp de L, r > 0, et des éléments di,...,d, non
nuls de A tels que dilda|---|d,, et que dix1,...,dyz, est une base de H.
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Lemme 10.1. Soit H un sous-module de AP. Il est finiment engendré.

Démonstration. Si p = 0, c’est clair, car A° = {0}. Supposons p > 1. Soit
7w : AP — A la premiere projection. Alors m(H) est un sous-module de A,
c’est-a dire un idéal, donc 7(H) = aA, a € A. Soit y € H tel que 7(y) = a.

Par hypothése de récurrence, H' = HN{0} x AP~! est finiment engendré,
car {0} x AP~! est isomorphe & AP~

Nous montrons que y et H' engendrent H, et ca suffira pour montrer que
H est finiment engendré. Soit 2z € H. Alors il existe b € A tel que w(x) = ba.
Alors 7(z — by) = m(x) — br(y) = ba —ba = 0. Donc z = x — by € H', et
comme x = by + 2z, nous avons prouvé que y et H' engendrent M. O

Etant donnée une matrice M de taille n x p sur A, et une base z1,...x,
d’un module libre L, nous notons K (M, z) le sous-module de AP engendré
par les vecteurs dont les lignes de M sont les coefficients de ces vecteurs
dans cette base.

Lemme 10.2. Soit M — N une opération de lignes ou de colonnes de. Si
c’est une transformation de lignes, alors K(M,x) = K(N,x). Si c’est une
transformation de colonnes, alors il existe une base y1,...,y, de L telle que

K(M,z)=K(N,y).

Démonstration. Par définition, K (M, x) est engendré par les n vecteurs v; =
Zj m;;xj, 1= 1...,n, correspondant aux n lignes de M.

Clairement, si on échange deux lignes, K(M,z) = K(N,x), car on
échnage simplement v; et v; parmi les générateurs du sous-module; si on
multiplie une ligne par a inversible, on a clairement 1’égalité, car I’'un des v;
est multiplié par a; enfin une opération de lignes L; + aL; revient a rem-
placer v; par v; + avj, les autres vy, restant inchangés, et on a donc toujours
I’égalité.

Passons aux opérations de colonnes. Si c’est une opération (i,j), alors
on prend comme nouvelle base la base obtenue en échangeant x; et x;. Si
c’est une opération aCj, a inversible, on remplace x; par a” ' x;. Si c’est une
opération Cs + aC}, on remplace x; par x; — axs, les autres inchangés, et ca
marche, car m;sxs + mixy = (mis + amit)azs + mg(xy — axs).

O

Preuve du théoréme 10.3. Le module libre L de rang p est isomorphe a AP.
Nous savons donc grace au lemme 10.1 que H a un systeéme générateur fini.
Choisissons une base x1,...,x, de L. Prenons ces générateurs et définissons
une matrice M dont les n lignes sont les coefficients de ces générateurs dans
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la base de L choisie; M est alors une matrice n x p sur A. Les lignes de M
engendrent le sous-module H. On a donc H = K (M, x).

On applique alors itérativement le lemme précédent, et la mise sous forme
diagonale de N, et on trouve une base yi,...,y, de L, telle K(N,y) = H. Si

di,...,d, désignent les diviseurs principaux, on trouve que diyi,...d,y,
engendrent H, et ils en forment une base, puisqu’ils ont linéairement
indépendants, car A est integre. O

Corollaire 10.2. Tout sous-module d’un A-module libre finiment engendré
d’un module libre de rang p est un module libre de rang < p.

On notera que, réciproquement, si un anneau satisfait & la propriété du
corollaire, alors il est nécessairement principal.

Exercice 10.8. Montrer que si f est une application linéaire d’un A-module
libre M wvers un autre N, tous deux finiment engendrés, alors il existe une
base my,...,my de M et une base ny,...,n; de N, telles que f(m;) = d;n;
pour i =1,...,r et f(n;) = 0 pour i > r, ou les d; sont des scalaires non
nuls et dy|ds] .. .|d,.

Exercice 10.9. Trouver une base du sous-groupe de Z> engendré par
(1,0,-1),(2,-3,1),(0,3,1) et (3,1,5).

10.4 Structure des A-modules finiment engendrés

Théoréme 10.4. Tout A-module finiment engendré M est isomorphe a un
module de la forme
A° X AfelA x - X AfcA, 9)

ot s,t € N, et ou les ¢; € A sont non nuls, non inversibles, et satisfont
il ey

Démonstration. Supposons que M soit engendré par p vecteurs. Il existe
un module libre de rang p, un homomorphisme surjectif de A-modules 7 :
L — M. Alors M est isomorphe & L/H ou H = Ker(n). Il existe une base

z1,...,2p de L,r € N, et des éléments non nuls dy, ..., d, tels que di| - - - |d,
et que dyx1,...,d,z, est une base de H. Par isomorphisme, on est ramené
a L = AP et que H est le sous-module engendré par diey,...,d.e., ou les e;

forment la base canonique de AP (voir exercice 10.10).
Donc M est isomorphe & N = AP/(d1A) x ---(d.A)---{0}P~".
Considérons 'homomorphisme canonique de A-modules

@ AP - A/diA x - x AJd A x APTT.
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Son noyau est (diA) x -+ (d.A)---{0}P~", c’est-a-dire H. Donc M est iso-
morphe V.

Il suffit pour conclure de voir que si d; est inversible, alors d;A = A
et donc A/d;A = {0}. De plus, si d; non inversible, alors ses multiples ne

le sont pas non plus. Il existe donc k tels que di,...,d; sont inversibles
et d—k+1,...,d, ne le sont pas. On posera donc t =r —k, s = p —r,
Clzdk+1,--~7ct:dr- O

Corollaire 10.3. Tout module finiment engendré sans torsion est libre.

Rappelons qu’un élément p de A est dit irréductible s’il n’est pas nul ni
inversible, et si toute factorisation p = ¢r dans A implique que ¢ ou 7 est
inversible.

Corollaire 10.4. Tout module finiment engendré est isomorphe a un pro-
duit d’un module libre par un produit de modules de la forme A/pFA, p
wrréductible dans A, k > 1.

Lemme 10.3. (Théoréme chinois) Si ¢ = plfl---plﬁ", ou les p; sont
irréductibles et distincts dans A et ou les k; sont > 1, alors

Afeh~ T A/pfiA.

1<i<n

Exercice 10.10. Montrer que si on a un isomorphisme de modules L1 —

Lo, qui envoie le sous-module Hi sur Hsy, alors il induit un isomorphisme
Ll/Hl — LQ/HQ.

10.5 Unicité de cette structure

Théoréme 10.5. Dans le théoréeme 10./, s,t et les idéaux c¢; A ne dépendent
que du module M.

Exercice 10.11. Montrer que {m € M | 3a € A,a # 0,am = 0} est un
sous-module du module M.

10.6 Application 1 : groupes abéliens finiment engendrés

On prend A = Z. Comme Z-modules = groupes abéliens, on obtient le
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Théoreme 10.6. Soit G un groupe abélien finiment engendré.

(i) G ~ L x Gy, ou L est libre de rang fini et G, est fini.

(i) Il existe des entiers t > 0 et 2 < ci|lc — 2|...|e;, entiérement
déterminés par la classe d’isomorphisme de G, tels que

G.~ [] z/diz.

1<i<t

(i1) 1l existe un multi-ensemble fini F' de puissances non triviales de
nombres premiers, entierement déterminé par la classe d’isomorphisme de
G, tel que

Gy ~ H Z/ka.
pkeP

(iii) G est libre si et seulement s’il est sans torsion.

Exercice 10.12. Trouver les classes d’isomorphisme des groupes abéliens
d’ordre 400.

Exercice 10.13. A quelle condition un groupe abélien fini contient-il un
sous-groupe isomorphe 6 Z/27 ? A 727 x L]27 ?

Exercice 10.14. Si G est comme dans (9), avec A = 7Z, quel est l’ordre
mazximum d’un élément de G ¢

Exercice 10.15. Montrer qu’un sous-groupe de Z2, de rang 2, a une unique
base de la forme (a,0),(c,d), ot a,c,d sont des entiers avec a,d > 0 et
0 < ¢ < a. Montrer que l'index du sous-groupe (c’est-a-dire la cardinalité du
quotient) est ad. Montrer que le nombre de sous-groupes de Z* d’index n est
€gal a la somme des diviseurs de n.

10.7 Application 2 : réduction d’un endomorphisme d’un es-
pace vectoriel

On prend
A =K]|z],

ou K est un corps commutatif. On considere dans la suite un espace vectoriel
V fixé sur K et un endomorphisme fixé f de V. Rappelons la notation P(f)
si P € K|z], obtenue en remplacant x par f dans le polynome P. Alors P(f)
désigne un endomorphisme de V.

L’espace V' devient un A-module par 'action Pv = P(f)(v), P € A, e V.
Notons que la structure d,espace vectoriel de V' s’obtient de sa structure de
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A-module en restreignant 'opération externe de celui-ci au sous-corps K de
A. Autrement dit, si P est un polynéme constant, la notation Pv désigne
le produit externe, dans le K-espace vectoriel V', du scalaire P € K par le
vecteur v.

Le A-module V est un module de torsion, car les endomorphismes
f™,n € N ne peuvent pas étre linéairement indépendants sur K. En fait,
par le théoreme de Cayley-Hamilton, le polyndéme caractéristique est dans
Iannulateur de tout v € V'; en fait, P(f) = 0 si P est le polynéome ca-
ractéristique

Il existe un polynéme P, de coefficient dominant 1, de degré minimum,
tel que P(f) =0, et c’est le polynéme minimal de f. Le polynéme minimal
divise le polynome caractéristique, et il est le générateur de l'idéal de A
formé de polynémes qui sont dans 'annulateur de tous les éléments de V.
Voir le cours d’algebre linéaire 2 [R2].

Rappelons qu'un espace vectoriel est dit cyclique sous 'action de f s’il
existe v € V tel que les f"(v) engendrent V' comme espace vectoriel. Autre-
ment dit, V' est un A-module cyclique (ou monogene).

Théoreme 10.7. Si V est cyclique, alors le polynéme minimal de f est
égal a son polynome caractéristique, soit P, et V. comme A-module est iso-
morphe & A/PA. Modulo cet isomorphisme, V a pour base les classes de
La,...,2" 1, deg(P) =n. Si P = 2" —a12" ' —- - —aq, alors laction de f
sur 'V est entierement décrite sur cette base par 1 — x,x — x2,..., 2" 2 =
2"t S oag Farx + -+ ap—12" L autrement dit , la matrice de f
dans cette base est la matrice compagne de P.

Voir [R2], chapitre 16. Appelons diviseur ce polynéme P, dans le cas
ou V est cyclique sous l'action de f; c¢’est un polynéme non constant (en
excluant le cas ou V = 0).

En général, un espace vectoriel n’est pas cyclique, mais on a le résultat
suivant, dont la premiere assertion découle immédiatement du théoreme 10.4

Théoréme 10.8. L’espace V' est une somme directe de sous-espaces cy-
cliques, avec diviseurs Py|Ps|---|Py. Ceuz-ci sont uniquement déterminés
par f, si on les prend unitaires. De plus, Py est le polynéme minimal de f
et son polynome caractéristique est Py - - - Py.

On appellera invariants de f les polynéomes Py, ..., P,. On peut aussi
déduire la forme de Jordan du Corollaire 10.4.

Corollaire 10.5. 5i K est algébriquement clos, il existe une base de Jordan
pour f.
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Démonstration. D’apres le corollaire cité, le A-module V' est somme directe
se A-modules de la forme A/(z — \)*A, puisque les polynémes irréductibles
dans K[z] sont de degré 1. Ce dernier K-espace vectoriel a pour base e; =
Lea=x—M\,...,e; = (z — A\)* 1 modulo z — X\. Et on a modulo (z — \)* :
ey =z = x—MA = et der, zea = w(v—N2) = (2—A)2+A(z—)) = e3+ e,

cyxep = x(z — M) = (2 — NF + Mz — N)F! = Aeg. Ce qui domne un
bloc de Jordan d’ordre k avec valeur propre . O

On peut calculer les diviseurs de f de la maniére suivante.

Théoréme 10.9. Soit M la matrice de f dans une base vi,...,v, de V,
de dimension n. Les invariants de f sont les diviseurs non constants de la
matrice xl, — M.

Démonstration. 1. Considérons I’homomorphisme u de A-module qui envoie
I’élément e; de la base canonique de A" sur v;. Il existe car A est un A-module
libre. Nous identifions dans la suite A™ avec A"*! (matrices-colonnes). Nous
montrons que le noyau de u est engendré comme A-module par les colonnes
de la matrice zI, — M. On a en effet f(v;) = >, m;jv;, donc u(xe; —
> mijei) = zu(ej) =32 miju(e;) = xvj— 32 mijvy = f(v;) =32 mijui = 0.
Donc la j-éme colonne de zI,, — M est dans le noyau de u.

Soit H le sous-A-module de A™ engendré par les colonnes de zI, — M.
Nous venons de voir que H est contenu dans le noyau de u. Pour prouver
I’inclusion réciproque, notons que, considérant K" somme un sous- ensemble
de A", on a Ker(u)NK"™ = 0; en effet, si m € Ker(u)NK", alors m = ) . a;e;,
a; €K, et on a0 =wu(m)=>,a;v; (uest A-linéaire, donc K linéaire), et
les a; doivent étre nuls, et m aussi. Nous avons ze; = ) . m;je; modulo
H ; il s’ensuit récursivement que tout m € A™ est congru modulo H a une
combinaison K-linéaire ), a;e;. Prenons m € Ker(u); on aura alors m =
>, aie; modulo H. Mais comme H C Ker(u), >, a; € Ker(u), donc les a;
son tous nuls. Donc m = 0 modulo H, et m € H.

2. Nous revenons a la notation usuelle pour A™, dont les éléments sont
donc des lignes. Alors Ker(u) = K (xI,—'M), avec les notations de la section
10.3. Le théoreme se déduit alors de la démarche suivie dans la preuve des
théoremes 10.3 et 10.4, en remarquant que les diviseurs d’une matrice et de
sa transposée sont les mémes. ]

Ce théoreme permet entre autres de calculer le polynéme minimal d’un
endomorphisme ou d’une matrice carrée : c’est en effet le premier invariant
de zI,, — M.
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Corollaire 10.6. Deux endomorphismes de V sont conjugués si et seule-
ment s’ils ont méme invariants.

Démonstration. Ils ont en effet la méme matrice dans deux bases de V. [

Corollaire 10.7. Soient A, B deux matrices carrées de méme ordre sur K
et I un sur-corps de K. Alors A, B sont sont conjuguées dans K"*" si et
seulement si elle sont conjuguées dans L"*™.

Démonstration. A cause de leur unicité, calculer les diviseurs de zl,, — M
dans K[z] ou dans L[xz], c’est la méme chose. O

Exercice 10.16. Montrer qu’un espace est cyclique si et seulement si le
polyndome caractéristique de f est égal a son polynéme minimal.

Exercice 10.17. Montrer que V est irréductible (c’est-a-dire n’a pas de
sous-espace stable sous f, autre que 0 est V') si et seulement si le polynome
caractéristique de f est irréductible.

11 Solutionnaire (esquisses)

3.1

3.2 Ecrivons une relation de dépendance linéaire Zij a;j¢i; = 0. Eva-
luons chaque coté en e : a droite ca donne 0, et a gauche, ¢ca donne
> i ighij(ex) = >o;; aijbinf; = > ; axjfj; comme les f; sont linéairement
indépendants, on obtient ay; = 0, et ceci pour tous k et j. Soit maintenant
¢ : E — F, application linéaire. Ecrivons ¢(e;) = Zj a;jfj. On a alors
d=7; j ai;ij, ce qu’on vérifie par le méme calcul d’évaluation en ey.

Une autre preuve consiste a utiliser la bijection connue entre L(E, F')
I’espace des matrices sur K de taille p x n, et a identifier la base canonique
de ce dernier : elle correspond aux ¢;;.

3.3

3.4 Définissons une fonction u de M, (K) dans son dual, par u : A —
(M,(K) — K, X — Tr(AX)). Il faut vérifier que la fonction entre pa-
rentheses est une forme linéaire sur M, (K) et que la fonction u est une appli-
cation linéaire. Notons E;; la base canonique de M, (K) et E7; la base duale.
Calculons la forme linéaire u(E;j), par son action sur la base canonique :
on u(Eyj)(Ew) = Tr(EiEr) = Te(0;6Eu) = 6jk0u = 0py,(.i) = Eji(Ert) 3
donc u(E;j) = E;‘Z., ce qui implique que u envoie une base sur une base, donc
c’est un isomorphisme.
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En particulier, toute forme linéaire sur M, (K) est de la forme X ~—
Tr(AX).

3.5 Soit a € K, a®? # 1, en supposant pour simplifier qu'un tel élément
existe, c’est-a-dire K # 3. Prenons comme base aeq,es,...,e,; sa base
duale n’est pas ae}, e, ..., en, car (ae})(ae;) = a® # 1. Donc I'isomorphisme
définie par cette base est différent du premier.

3.6 Tout d’abord fs est bien définie (la somme est finie) et fs est une
forme linéaire sur K|z].

(i) On vérifie que g est une appplication linéaire, c’est-a-dire que fsi; =
fs + fi et fas = afs. Le noyau de ¢ est nul, car si f; = 0, alors fs(z") = a,
et la suite s = (a,,) est donc nulle. Pour la surjectivité, toute forme linéaire
f sur K[z] est égale a fq, si 'on pose s = (f(a™)).

(i) 1l suffit de montrer que #(P) = gp o ¢~!. Les deux cotés sont des
formes linéaires sur K[z]*. Evaluons chaque c6té sur une forme linéaire sur
K[z], que l'on peut par (i) choisir de la forme fs. A gauche, on obtient
O(P)(fs) = fs(P) par définition de 6, et & droite on obtient gp(q~1(fs)) =
gp(s) = fo(P).

3.8 Comme les deux cotés de ’égalité a prouver sont des sous-espaces,
par 3.3, il suffit de prouver que X°°° = Vect(X)o. Le c6té droit de cette
égalité est X°, le coté gauche aussi, par le lemme 3.1 (5).

3.10 Par définition, W est I’ensemble des formes linéaires sur E* qui
s’annulent sur tout élément ¢ de V. Comme toute forme linéaire sur E*
est de la forme f(e),e € E (dimension finie), et que 6(e)(p) = p(e), on
obtient que W est I'ensemble des 6(e) tels que ¢(e) = 0 pour tous ¢ dans
V'; c’est-a~dire 0(V°).

3.16 Soit P dans P,,. Comme !D(¢) = ¢poD, onatD(¢)(P) = ¢(D(P)) =
#(P') = P'(0), c’est-a-dire le coefficient de x dans P. Donc ! D(¢) est la forme
linéaire sur P, qui envoie tout polynéome sur ce coefficient.

3.17 Un oeil exercé aura remarqué ’abus de notation : le premier 6 est
Or et le second est 0.

Pour montrer I’égalité, remarquons que les deux cotés sont des fonctions
de E vers F**. Evaluons les deux cotés en e : a gauche, c’est 0 o f(e) et
A droite c’est '('f) o 8(e) = (*f)(8(e)) = B(e) o 'f. Les deux expressions
sont des éléments du bidual F**; il faut donc les évaluer en un élément
quelcongue de F*, soit ¢. On a 0o f(e)() = B(f(e))(¢) = @(f(c)). Pax
ailleurs, 0(e) o 'f () = 0(e)('f () = b(e)(p o f)) = o f(e).

Exo 4.5 : La base canonique est orthonormale, donc les vecteurs colonnes
d’une matrice P de permutation aussi. On en déduit que P est orthogonale
et

detP = e(o)detld = &(0).

70



Si on fait une permutation paire, detP =1, i.e. P € SO(n).
Exo 4.7 : Le polyndome caractéristique est

Pa(X)=X?—-2Xcosf +1
dont les racines sont cosf +isinf = e et cosf —isind = e, ce qui n’est
pas étonnant puisque la multiplication par e est précisment la rotation
d’angle 0. Si @ = km, A est scalaire et R? est I’espace propre. Supposons
0 # km, alors les vecteurs propres sont complexes et il faut chercher les
espaces propres dans le complexifié C2 de R2. Les espaces propres sont les
droites définies par les équations

(cosf £ isinf)xr = xcosh —ysind
(cosf £ isinf)y = xsinfh+ ycosb

V(ew)_c< _i) V(e‘ie)—(C(1Z.>.

Exo 4.11 : Ils sont fermés, car définis par des équations continues (car
polynomiales), et bornés, car leurs vecteurs colonnes sont de norme 1, dans
I’espace des matrices réelles ou complexes. On applique alors le théoreme de
Borel-Lebesgue.

Exo 4.12 : Il faut introduire ’espace des matrices symétriques réelles
définies positives. Notons le Sym,". Alors la décomposition polaire devient la
donnée d’un homéomorphisme entre Sym. x O(n) et GL,(R). Le corollaire
devient

AX:e“’X<:>{ = y = Fiz.

On a donc

GL,(R)/O(n) ~ Sym..
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