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1 Introduction

On désigne par N = {0,1,2,...} l'ensemble des entiers naturels, par
Z Vensemble des entiers relatifs (> 0 ou < 0), et par Q I'ensemble des
nombres rationnels Q = {p/q,p,q € Z,q # 0}. On note N*, Z*, Q* ces mémes
ensembles privés de 0.

Il y a beaucoup d’exercices a la fin de chaque section, qui se rapportent
a elle. Certains sont marqués d’une étoile, et sont plus difficiles. Le solu-
tionnaire a la fin donne, au moins, une esquisse de solution pour chaque
exercice.

Remerciements : Marie-Eve Martel, pour quelques coquilles. Antoine
Abram, pour m’avoir communiqué le joli exercice 83 et sa solution.

2 Les nombres réels

La construction mathématique des nombres réels, a partir des nombres
rationnels ', est plutot longue et compliquée. Nous donnerons seulement les
propriétés principales des nombres réels : les opérations et l'ordre (z < y),
déja connus des étudiants, puisqu’ils les manipulent au secondaire et au
cegep ; et le théoreme du supremum (aussi appelé axiome de complétude),
qui devrait étre nouveau, mais constitue un des fondements de toutes les
démonstrations sur les nombres réels, les suites et les fonctions.

1. Les nombres rationnels, eux, sont construits plus facilement, a partir des entiers, en
considérant les fractions d’entiers.



2.1 Addition et multiplication

On note R ’ensemble des nombres réels. Il possede une addition, notée
a + b, et une multiplication, notée a - b (pour tous les réels a,b).

— L’addition est commutative, c’est-a-dire : Va,b € R, a +b =00+ a.

— La multiplication est commutative, c’est-a-dire : Va,b € R, a-b = b-a.

— L’addition est associative, c’est-a-dire : Ya,b,c € R, (a +b) + ¢ =
a+ (b+c).

— La multiplication est associative, c’est-a-dire : Va,b,c € R, (a-b)-c =
a-(b-c).

— La multiplication est distributive par rapport a l’addition, c’est-a-
dire : Va,b,c e R, a- (b+¢) = (a-b) + (a-c).

— L’addition et la multiplication possedent des éléments neutres, res-
pectivement notés 0 et 1, c’est-a-dire quon a: 04+a=a=a+0 et
l-a=a=a-1 pour tout a € R.

— Chaque a € R a un opposé, noté —a, et on a a+ (—a) = 0; et chaque
a € R avec a # 0 a un inverse, noté a ' et onaa-a~' = 1.

Conventions de notations et de priorités d’opérations On écrit zy
au lieu de z - y. De plus, par convention, la multiplication a priorité sur
I’addition; on peut donc omettre certaines parentheses. Par exemple, on
écrit ab + ac pour (a-b) + (a - c).

De plus, grace a ’associativité, on peut écrire, par exemple, a + b + ¢

(qui désigne a la fois (a +b) + c et a+ (b+ ¢)), et abe.

Regle des signes : z(—y) = —(zy), (—z)(—y) = zy.

Loi des exposants Si n est un entier naturel, et x un réel, on écrit " pour
xx - - -z, avec n facteurs . Cas particulier : 21 = x, et par convention, z° = 1
si x # 0. Si n est un entier avec n < 0, et  # 0, on note z" = (x~1)~™.
Avec cette notation, on a les lois des exposants usuelles.

Egalité et opérations Une propriété importante de I'addition et de la
multiplication est la suivante, utilisée constamment. Pour tous réels z,y, a

r=y=>r+a=y+ara=ya.
Exercice 1. La soustraction est-elle commutative ¢ associative ¢ A-t-elle un
élément neutre ¢

2.2 L’ordre des nombre réels

L’ordre des nombres réels est la relation x < y, qui se lit “x est inférieur
ou égal a y”, ou aussi “x est plus petit ou égal & y”.
On a les trois propriétés suivantes :



— Ve eR,onazx<z;

— Vz,y e R, z < yety <z implique x =y;

— Vz,y,z € R, £ <y et <z implique x < 2.

On dit que la relation < est réflexive, anti-symétrique et transitive . De
plus, < est un ordre total, ce qui signifie : Vo, y e R,onaz < youy < z.

On écrit a < b pour dire que : a < b et a # b. On écrit aussi b > a pour
dire @ < b, et b > a pour exprimer que a < b. L’inégalité a < b est dite
stricte, tandis que 'inégalité a < b est dite large.
Ordre et opérations On a

Ve,y,a e Rxa<y=z4+a<y+a (1)

et
Ve,y,a € Rox <y,a>0= za < ya. (2)

Autrement dit, on peut ajouter a une inégalité stricte une méme quantité
de chaque co6té; et on peut multiplier de chaque c6té par un nombre, a
condition que celui-ci soit strictement positif. Quant a la multiplication par
un nombre strictement négatif, elle renverse 'inégalité, c’est-a-dire

Ve,y,a € Rox <y,a < 0= za>ya. (3)

Dans les exercices qui suivent, on doit prouver les assertions en utilisant
seulement les propriétés des nombres réels rappelées ci-dessus.

Exercice 2. Montrer que (3) peut se déduire de (1) et (2).

Exercice 3. Prouver que
— 22> 0.
— 1>0.
— x>0 implique =1 > 0.
— Montrer que x <y implique x +a < y+a
— Montrer que x <y et a > 0 implique za < ya.
— Montrer que x <y et a < 0 implique xa > ya.

Exercice 4. Montrer que :
— a < b < cimplique a < c.
—x<yets <y impliquex +2' <y+y.
—ax<yetzr <y impliquex+2' <y-+y.
— 0<a<bet0<c<dimplique ac < bd.
— 0<a<bet0<c<dimplique ac < bd.



Montrer que les deux dernieres implications ne sont pas vraies en général si
on ne suppose pas que a et c soient > 0.

Exercice 5. Soient x1,...,x, des réels > 0 (n > 1). Montrer que si leur
somme est nulle, alors ils sont tous nuls.

2.3 Le théoréme du supremum

Définition 2.1. Soit A un sous-ensemble de R. On dit que A a un maxi-
mum, ou un plus grand élément, s’il y a dans A un élément a tel que :
Ve € A,x < a; alors a est appelé le maximum de A, et aussi le plus grand
élément de A.

En fait, pour que la derniere phrase dans cette définition soit correcte,
il faut vérifier que si le maximum existe, alors il est unique : si a,b sont
des maximums (maxima pour les puristes) de A, alors, en appliquant la
définition de maximum, on trouve : b < a et a < b; par anti-symétrie, on a
alors a = b.

On définit symétriquement minimum, ou plus petit élément. Notation :
max(A) et min(A).

Définition 2.2. Soit A une partie de R. Une borne supérieure de A est un
élément x de R tel que : Va € A,a < x.

On définit aussi borne inférieure.

On remarque que si A a un maximum, alors celui-ci est une borne
supérieure de A : en effet, soit m le maximum de A; alors par définition,
Va € A,a < m; donc m est une borne supérieure de A.

Définition 2.3. On considére I’ensemble A’ des bornes supérieures de A ;
si cet ensemble A’ a un minimum, on 'appelle le supremum de A dans E,
noté sup(A).

On remarque que si le supremum de A existe, alors il est unique. En
effet, le supremum de A est le minimum de A’, donc il est unique.

On définit symétriquement 'infimum de A, noté inf(A) : s’il existe, c’est
le maximum des bornes inférieures de A.

On remarque que si A a un mazimum, celui-ci est le supremum de A :
en effet, soit m le maximum de A, et soit M une borne supérieure de A; on
sait déja que m est une borne supérieure de A, et onam € A, doncm < M ;
donc m est la plus petite borne supérieure de A.

Remarque sur la terminologie Ce qu’on appelle ici borne supérieure
(resp. borne inférieure) est appelé en France majorant (resp. minorant). Et



ce qu’'on appelle ici supremum (resp. infimum) est appelé en France borne
supérieure (resp. borne inférieure). Donc, attention aux confusions possibles.

La terminologie anglaise est respectivement : upper bound, lower bound,
least upper bound (ou supremum), largest lower bound (ou infimum).

La notation est cependant uniforme : sup(A) et inf(A) pour le supremum
et 'infimum.

Une propriété fondamentale de R est la suivante, qu’on appelle théoréme
du supremum.

Théoreme 2.4. Tout sous-ensemble non wvide de R, qui a une borne
supérieure, a un Supremum.

On a aussi le théoréeme de l'infimum, que ’on peut déduire du précédent.

Théoreme 2.5. Tout sous-ensemble non wvide de R, qui a une borne
inférieure, a un infimum.

Exercice 6. Montrer que si un sous-ensemble de R a un maximum, alors
il est non vide. En déduire que si un sous-ensemble mon vide de R a un
supremum, alors il a une borne supérieure.

Exercice 7. Vrai ou fauxr : tout sous-ensemble non vide de R borné
supérieurement a un MATIMUM.

Exercice 8. Donner un exemple de sous-ensemble de R qui a un infimum
et un supremum, mais pas de de maximum, ni de minimum.

Exercice 9. Déterminer, s’ils existent, le mazximum, le minimum, linfimum
et le supremum de Uensemble {1 |n € N,n > 1}.

Exercice 10. Déterminer, s’ils existent, le supremum et linfimum des en-
sembles sutvants :

_1\n
A:{nlnEN} et B:{l—i—(i) neN,nZl}.

n+1
Indication : faire la liste des éléments de A et B.

Exercice 11. Soient A, B des sous-ensembles de R d’intersection non
vide. On suppose que B a une borne supérieure et que A a une des borne
inférieure. Montrer que inf(A) < sup(B).

Exercice 12. Soient A et B deuxr sous-ensembles non wvides et bornés
inférieurement de R.



1. Si AN B # 0, montrer que inf(A N B) existe et que inf(AN B) >
max{inf A, inf B}.

2. Trowver deuz ensembles A et B tels que AN B # 0 et inf(AN B) >
max{inf A, inf B}.

Exercice 13. Soient A et B des sous-ensembles non vides de R tels que
VeeAetVyeDB, onaquex<y.

1. Montrer que sup A existe et que sup A < yV y € B.
2. Montrer que inf B existe et que sup A < inf B.

Exercice 14. Soient A, B des sous-ensembles de R d’intersection non vide.
On suppose que inf(A) et sup(B) existent. Montrer que inf(A) < sup(B).

Exercice 15. Déterminer, s’ils existent, le supremum et linfimum de [’en-
semble

E={qeQ] l¢g—1] <2}.

2.4 Rationnels et réels
Théoreme 2.6. R contient Q strictement.

Démonstration. 1. On montre qu’il y a une fonction injective de Q dans R.
Elle envoie tout entier naturel n sur 1 + 1+ --- 4+ 1 (n fois). La preuve est
esquissée dans 'exercice 17.

2. On prouvera plus loin, indépendamment, qu’il existe dans R un
élément dont le carré est 2; c’est une application facile du théoreme des
valeurs intermédiaires (théoreme 5.18).

3. Il n’existe pas dans Q un élément dont le carré est 2 (x).

Commencons par vérifier que si un nombre entier est impair “, son carré
aussi. En effet, si n est entier, (2n + 1)2 = 2(2n? + 2n) + 1. La contraposée
est que si le carré d’un entier est pair, celui-ci ’est aussi.

Maintenant, nous prouvons que si x est rationnel et 22 = 2, alors on
aboutit a une contradiction. Le principe du raisonnement par ’absurde nous
permet alors de conclure a la véracité de (x). Comme z est rationnel, on a
x = p/q ou p,q sont des entiers non nuls. On peut supposer sans perte de
généralité qu’ils ne sont pas pairs tous les deux. On a 2 = 22 = p?/¢?,
donc p? = 2¢%. Donc p? est pair, donc p est pair : p = 2r, r entier. Alors
4r? = p? = 2¢2, donc ¢% = 2r2, donc ¢? pair, et ¢ aussi. Il en découle que
P, q sont tous deux pairs : ¢’est la contradiction cherchée. ]

2

2. Mais c’est quoi, un nombre pair, ou impair ? Par définition, un nombre pair est le
double d’un nombre entier, donc de la forme 2n, n € Z; et un nombre impair est un
nombre de la forme 2n 4+ 1, n € Z.



On note V2 le réel positif dont le carré est 2. Il existe!

Exercice 16. Montrer que r + /2 n'est pas rationnel, que que soit le ra-
tionnel 7.

Exercice 17. Montrer que la fonction i : N — R qui envoie n sur i(n) =
141441 (n fois) est injective. Etendre cette fonction a Z par —n +—
—i(n), sin € N, et montrer que la fonction Z — R ainsi obtenue est encore
injective ; on la note aussi i. On étend maintenant la fonction i a Q en
posant i(p/q) = i(p)i(q)~t. Montrer qu’on obtient ainsi une injection de Q
dans R.

2.5 La valeur absolue

Définition 2.7. La valeur absolue d’un réel x, notée |x|, est définie par

T stx >0
2| = )
—r stx <0

Théoréme 2.8. Soient a,x,y € R avec a > 0.

(o) |0 = 0.

(i) x| = 0.

(i1) x = 0 si et seulement si |x| = 0.
(i) | — | = |al.

(i) —|z| <2 < x|

(v) |z| < a si et seulement si —a < x < a.
(vi) (inégalité du triangle) |v + y| < |z| + |y|.
(vit) ||z = [yl| < |z —yl.

(viii) |xy| = |2[ly].

Démonstration. (o) découle directement de la définition de la valeur absolue.

(i) Si z > 0, c’est clair. Si x < 0, alors —z > 0, donc c’est clair aussi.

(ii) Si |z| = 0, alors on ne peut avoir z < 0 (sinon |z| = —z > 0), donc
x>0,et x=|z]=0.

(iii) C’est clair si z = 0. Si z # 0, on applique la définition de la valeur
absolue, sachant que : ¢ >0 & —z < 0,et : 2 <0< —z > 0.

(iv) Si z > 0, alors |z| = x; donc —|z| < 0 < z < |z|. Si x < 0, alors
on applique ce qu'on vient de voir & —z : —| —z| < —z < | — z|; donc
—lz| < —z < |z|; en multipliant par -1, ce qui renverse les inégalités, on
obtient |z| > = > —|z|.



(v) Si|z| < a,alors —a < —|z|, et (iv) implique —a < —|z| < z < |z| < a.
Réciproquement, si —a < z < a, alors : soit x > 0, x = |z|, et donc |z| < a;
soit z < 0, || = —z, et a > —x = |z].

(vi) On a z < |z| et y < |y|, donc x +y < |z| + |y|. En appliquant ceci a
—x et —y, on trouve —x — y < |z| + |y|, donc —(|z| + |y|) < = + y. Par (v),
on en tire I'inégalité du triangle.

(vil) Par (v), on a |2| = [z —y+y| <[z —y|+[yl, donc [z] - |y| < [z —y].
Symétriquement (on échange x et y), on a |y| — |z| < |y — x| = | —y|. Donc
—lz —y| <|z| — |y| < |z — y|. Donc par (v), on obtient (vii).

(viii) C’est une conséquence de la définition de la valeur absolue et de la
regle des signes (il y a plusieurs cas). O

Exercice 18. Montrer que |z| = max{z, —z}.

Exercice 19. Montrer que le maximum de x,y est égal a la moitié de x +
y+lz—yl.

Exercice 20. (inégalité du triangle généralisée) Montrer que |z1+x2+- -+

| <|z1| + 22| + -+ |20

Exercice 21. Un ensemble de réels est dit borné s’il a une borne supérieure
et une borne inférieure. On suppose que E est une partie de R et que l’en-
semble {|z|,x € E} est borné. Est-ce que E est borné ¢ Et la réciproque ?

Exercice 22. Trouver N € N tel que n > N implique que

L
327"

"<
2n+ 3

2.6 R est archimédien

Théoréme 2.9. Pour tout réel x, il existe un entier naturel n teln > x. De
maniére équivalente, pour tous réels x et a, avec a > 0, il existe un entier
naturel n tel que na > x.

Dire que R est archimédien exprime que R satisfait a I’énoncé précédent.
Cette propriété s’exprime par le dicton “les petits ruisseaux font les grandes
rivieres’ .

Démonstration. 1. Supposons par 'absurde que n n’existe pas. Alors Vn €
N,n < z. Donc z est une borne supérieure de N, lequel a donc un supremum
M par 'axiome de complétude. Alors M — 1 n’est pas une borne supérieure

10



de N, et il existe n € Ntel que M —1 <n. Alors M <n+1 €N, et M n’est
pas une borne supérieure de N : contradiction.

2. Soit x, a comme dans I’énoncé. Par la premiere partie, il existe n € N
tel que n > x/a. Alors na > x. Réciproquement, si la deuxiéme assertion du
théoréme est vraie, la premiere aussi : prendre a = 1. ]

Corollaire 2.10. Si un réel a satisfait : Ve > 0, |a| < €, alors a = 0.

Démonstration. Soit n € N, quelconque et non nul; alors 1/n > 0. L’hy-
pothese implique que |a| < 1/n, donc nja| < 1.

Supposons par I’absurde que a # 0. Alors |a| > 0, par le théoreme 2.8, (i)
et (ii). Comme R est archimédien, il existe n € N tel que n|a| > 1; n est alors
non nul : on obtient une contradiction avec le paragraphe précédent. ]

Exercice 23. En utilisant la propriété archimédienne de R, montrer que
pour tout réel € > 0, il existe n € N tel que % < €.

z
Exercice 24. Soient x,y,z € R des nombres tels que x < y < x + — pour
n

tout n € N*. Montrer que x = y.

2.7 Partie entiére

Théoréme 2.11. Pour tout réel x, il existe un unique entier n € Z tel que
n<zr<n+l.

L’entier n est appelé partie entiére de x est noté [z] (ou aussi [x]).

Démonstration. Par le théoréme 2.9, on sait qu’il existe p € Z tel que |z| < p.
Alors —p < x < p (Théoréme 2.8 (iv)). Par I’exercice 25, il existe deux entiers
consécutifs, disonsnet n+ 1 telsquen <z <n-+ 1.

Supposons maintenant qu’il existe deux entiers m,n € Z tels que m <
z<m+letn<z<n+l.Alorsm<z<n+letn<z<m+1 Donc
m<n+letn<m+1 Doncn—1<m<n+1, et forcément m =n. O

Exercice 25. Soit m < p des entiers. Montrer que si un réel x satisfait
m < x < p, alors il existe un entier n tel que n < x < n + 1. Indication :
récurrence sur k =p —m.

Exercice 26. Montrer que pour tout réels a, b, avec b > 0, il existe un unique
entier q et un unique réel v tel que a = bq +r et 0 < r < b. Indication :
prendre ¢ = |a/b|. Montrer que si a,b sont entiers, r aussi.
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2.8 Densité des rationnels et des irrationnels

Un nombre irrationnel est un nombre réel qui n’est pas rationnel. Par
exemple, v/2 est irrationnel.

Théoreme 2.12. Pour tous réels, a,b tels que a < b il existe un rationnel
r et un irrationnel ¢ tels que a < r < b eta <i <b.

Démonstration. Par le théoreme 2.9, il existe un entier naturel n tel que
n > ﬁ. On peut supposer n # 0. Donc b — a > %

Par le théoreme 2.11, il existe aussi un entier m tel que m—1 < na < m;
donc na < m < na + 1. En divisant ces deux inégalités par n, on en déduit
a<m/n<a+1l/n<a+b—a=0b

Par ce qu'on vient de prouver, il existe un rationnel r tel que a — /2 <
r<b—2. Alorsa < r++v2 < b. On peut conclure, car r++/2 est irrationnel
(sinon v/2 = (r 4+ v/2) — r serait rationnel). O

Corollaire 2.13. Soient a,b des réels tels que a < b. Il existe une infinité
de rationnels, et une infinité d’irrationnels, entre a et b.

Démonstration. 11 existe un rationnel r tel que a < r1 < b. Puis il existe
un rationnel ro tel que 71 < ro < b. On construit ainsi pour tout n, des
rationnels 1 < ro < ... < 1,, compris entre a et b.

Preuve analogue pour les irrationnels. O

2.9 Les intervalles

On va définir huit types de sous-ensembles de R, appelés des intervalles.
Pour des réels a < b, on note

[a,b] = {z € R,a <z <b},[a,b) ={z € R,a <z < b},

(a,b] ={x e R,a <z <b},(a,b) ={x € R,a < x < b}.

Sia = b, on a [a,b] = {a}, et les trois autres intervalles sont vides.
La longueur de chacun de ces intervalles est b — a. Notez que () et que les
singletons sont des intervalles de longueur 0.

Ces intervalles sont appelés intervalles finis. On définit encore, pour a
et b réels,

[a,00) = {z € R,a < z},(a,00) = {z € R,a < z},

(—o00,b] = {z € R,z < b}, (—00,b) = {z € R,z < b}.
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Enfin, il y a aussi
(*OO, OO),

qui n’est autre que R. Ces cinq intervalles sont appelés intervalles infinis.
Autre notation : ]a,b[ pour (a,b) etc...

Exercice 27. * Soit I une partie de R. Montrer que I est un intervalle de
R si et seulement si :Vr,y,z€ R,z <y<zetx,z€Il, onay€el.

Exercice 28. Déterminer l’ensemble des nombres réels satisfaisant aux re-
lations suivantes :

1. |z —2] >3,

2. |z|+ |z —1] > 1.
Indication : écrire chacun de ces deux ensembles comme une réunion d’in-
tervalles.

3 Les suites

3.1 Notations pour les suites

Définition 3.1. Une suite numérique (ou simplement suite) est une fonc-
tion de N vers R.

La notation standard pour une suite est (f,)nen ; elle désigne la fonction
n — fn. Par exemple, la suite (n),cy correspond a la fonction n — n.
Autre exemple : la suite (n?),en. On écrit aussi (f,)n>0, ou méme (f,), en
omettant donc l'indice n € N.

On appelle f, le terme de rang n de la suite, ou terme d’indice n.

On a souvent besoin de suites qui commencent a 1, au lieu de 0. On écrira
(fn)n>1, ou (fn)nen+. Exemple : la suite (1/n),>1. Ou méme des suites qui
commencent a 2, etc...

Exercice 29. Soit (a,) une suite telle que ap = 4,a1 = 2 et que pour tout

neN, ona
4 1
Un+2 = 5 0n+1 — 5 0n-

3 3
Montrer que a, =1+ 3(%)"

Exercice 30. Prouver la formule

nn+1)2n+1)
6

P4+22 4. 4n® =

pour tout n € N.
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3.2 Limites

Convention Dans la définition qui suit, comme dans beaucoup d’autres, on
écrit € > 0 pour signifier : € € R et € > 0 (donc € € R est sous-entendu).

Définition 3.2. Soit (ay,) une suite. Soit £ € R. On dit que ¢ est une limite
de cette suite si

Ve > 0,3IN € N, tel que Yn > N,|a,, — {| < e.

Dans ce cas on dit que la suite converge vers £, ou aussi tend vers £, ou
encore qu’elle a la limite /.

Si une suite a une limite £ € R, on dit qu’elle est convergente. Si elle
n'en a pas, on dit que la suite est divergente.

Notation : lim,_,., a, = £.

On reformule souvent la définition mathématique de la limite, de maniere
plus littéraire : a,, tend vers £ si a,, est aussi proche qu’on veut de ¢, pourvu
que n soit assez grand. C’est assez imprécis, ¢a ne permet pas en général de
faire des démonstrations rigoureuses, mais cela fait image.

On vérifie dans 'exercice 31 que la définition 3.2 est équivalente a celle
qu’on obtient en remplacant les deux dernieres inégalités, ou I'une d’elles,
par l'inégalité large. Mais pas la premiere, voir ’exercice 36.

Exercice 31. Montrer que (ay) tend vers € si et seulement si

Ve > 0,3N € N, tel que Vn > N, |a, — | < e,
st et seulement si

Ve > 0,IN € N, tel que Yn > N, |a, — {| < €,
st et seulement si

Ve > 0,3IN € N, tel que ¥Yn > N,|a, — {| < e.

Exercice 32. On suppose que la suite (xy,) a pour limite h; on pose y, =
n + 1. Montrer que la suite (y,) a pour limite h + 1.

Exercice 33. 1. On considére une suite (xy) telle que ¥Yn € Nyn > 1,
|z, | < % Montrer, en utilisant la définition de la limite d’une suite, et
l’exercice 23, que x, tend vers 0.

2. On considére une suite (xy,) et un réel £. Montrer que x,, tend vers {
si et seulement si x,, — ¢ tend vers 0.

14



1
Exercice 34. Montrer que lim — = 0.
n—oo +/MN

Exercice 35. Montrer que /2 tend vers 1.

Exercice 36. Que peut-on dire si on remplace € > 0 par ¢ > 0 dans la
définition 3.2, ou dans une des trois conditions de l’exercice 31 ¢

3.3 Unicité de la limite

Théoréme 3.3. Si la suite (ay) a pour limite £, celle-ci est unique.

Démonstration. Supposons que (a,) ait les limites £1, ¢5. Soit € > 0, quel-
conque. Alors €/2 > 0. Il existe donc Nj, Ny tels que pour i = 1,2,
Vn > Ny, |a, — ¢;| < €/2. Choisissons n > N1, Na. On a alors par I'inégalité
du triangle,

|€1—€2|:|€1—an+an—€2|§ |€1—an|+|an—€2|<e/2+6/2:e.

On applique alors le corollaire 2.10. ]

3.4 Suites constantes

Une suite (x,) est dite constante si tous les x, sont égaux & un méme
nombre x. Elle dite ultimement constante, ou constante a partir d’un certain
rang s’il existe un réel z, et un entier naturel ng tel que Vn > ng, on a x, = x.

Proposition 3.4. Toute suite constante est ultimement constante. Toute
suite ultimement constante tend vers x (avec les notations ci-dessus).

Démonstration. Prouvons la deuxieme assertion, avec les notations ci-
dessus. Soit € > 0. Alors Vn > ng, on a |z, —z| =0 < e. O

Exercice 37. Montrer que si une suite convergente ne prend qu’un nombre
fini de valeurs, alors elle est ultimement constante.
3.5 Suites bornées

Définition 3.5. Une suite (an)nen est dite bornée s’il existe M € R tel que
VneN, onalay| < M.

De maniere équivalente, une suite est bornée si et seulement s’il existe
A, B tels que Vn € N, on a A < a,, < B (exercice 38).
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Théoreme 3.6. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (a,) une suite ayant la limite /. Comme 1 > 0, il existe
N tel que Vn > N, |a, —£| < 1. On a alors |ay| = |an —0+L] < |an—{|+ ] <
1+ |¢]. Posons M = le maximum de |agl, |ail,...,|an|, 1+ |¢]. Alors ¥n € N,
on a |ap| < M. O

Exercice 38. Montrer qu’une suite est bornée si et seulement s’il existe
A, B tels queVn € N, on a A < a, < B.

Exercice 39. On dit qu’'une suite (a,) a une borne supérieure (resp.
inférieure) si ’ensemble {an,n € N} en a une. Montrer que (ay) est bornée
si et seulement si elle a une borne supérieure et une borne inférieure.

3.6 Passage a la limite des inégalités larges

Théoréme 3.7. On suppose que (xy,) a la limite £ € R. Soit ng € N et
a € R. Si pour tout n > ng, x, > a (resp. x, < a), alors £ > a (resp. £ < a).

Démonstration. Supposons que Vn > ng, , > a. Par I’absurde, supposons
¢ < a. 1l existe N tel que Vn > N, |z, — | < a—{. Prenons n > max(N,ng).
Alors z,, — £ < a — £, donc x,, < a : contradiction. ]

On dit que “I'inégalité x,, > a est passée a la limite”, car la limite £
satisfait ¢ > a.
Attention Ce ne sont que les inégalités larges qui passent a la limite, pas
les inégalités strictes ; par exemple, la suite (1/n) est > 0, mais sa limite est
£ = 0 et ne satisfait pas ¢ > 0.

3.7 Opérations sur les suites et les limites

La somme de deux suites (ay) et (b,) est la suite (a,, + by,). Le produit
de deux suites (ay) et (b,) est la suite (a,by).

Théoréme 3.8. Soient (ay), (by) deuz suites, et k € R. On suppose que
lim,, o0 ap, = a et limy,, o0 b, = b. Alors :

(i) imy, o0 (an +bp) =a+b;

(1) limy, o0 (kay,) = ka ;

(#4) limy, o0 (anby) = ab;

(iv) Si b, est non nul pour tout n, et si b est mnon nul, alors
limy, 00 (an /bn) = a/b. En particulier (1/by,) tend vers 1/b.
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Lemme 3.9. Si lim, ,o b, = b # 0, alors il existe M et 8 > 0 tel que
Vn > M, |b,| > 5.

Démonstration. Posons 8 = |b[/2. Alors § > 0 (Théoreme 2.8 (i) et (ii)).
Il existe donc M tel que pour tout n > M, |b, — b| < . Donc pour tout
n > M, |b| = |b—by +by| < |b—by|+ |bn] < B+ |by|; par suite |by| >
|b] — 8 = [b] = [b]/2 = B. O

Preuwve du théoréme 3.8. (i) Soit € > 0. Alors €/2 > 0. Il existe N,, N
tel que Vn > Ng,|an, —a| < €/2 et Yn > Ny, |b, — b] < €/2. Soit N =
max (N, Np). Alors Vn > N, on a |a, + b, —a —b| < |a, —a|+ by, — b| <
€/2+¢/2=e.

(ii) Si k = 0, ka, = 0 et la suite nulle tend vers 0 (proposition 126).
Supposons maintenant k£ # 0. Soit € > 0. Alors €/|k| > 0. Il existe donc N
tel que Vn N, |a, —al < €/|k|. Alors |ka, — ka| = |k(an, —a)| = |k||an —a] <
|kle/|k| = e.

(iii) Par le théoreme 3.6, les suites (ay), (by,) sont bornées. Il existe donc
K tel que Vn, |ay|, |by] < K. On en déduit que |a| < K (Théoreme 3.7).

Soit € > 0. Alors ¢/2K > 0. Il existe donc N tel que VYn > N, |a, —
al,|bn, — bl < €/2K. Alors on a |apb, — ab| = |anb, — ab, + ab, — ab| <
|anby, —aby |+ |aby, — ab| = |an —al|bn|+al|b, — 0] < (¢/2K)K + Ke/2K =e.

(iv) Comme on a déja prouvé (iii), il suffit de prouver que la limite
de la suite (1/b,) est 1/b. On applique le lemme 3.9. Soit € > 0. Alors
€|b|B > 0. Il existe donc N tel que Vn > N, |b, — b| < €|b|S. Alors pour tout
n > max(N, M), on a |1/b, — 1/b| = |b — b,|/|bb,| < €|b|3/]b||5] = e. O

Corollaire 3.10. On suppose qu’on a deux suites (an), (bn) convergeant
vers les limites respectives a,b. Si pour tout n > ng, on a a, > by, alors
a <b.

Démonstration. On applique le théoreme 3.7 a la suite (b, — ay,), laquelle
tend vers b — a, par le théoreme 3.8. 0

Exercice 40. Soit (x,,) la suite définie par xo = 2 et x,11 = 222 pour tout

n € N.
1. Montrer que si lim x, = x existe, alors x =0 ou x = %
n—0o0
2. Est-ce que cette limite existe ?

Exercice 41. Trouver la limite de la suite {x,} donnée par =, =
Vv (Vn+3—+/n) . Indications : utiliser a — b = (a* — b*)/a + b et mettre
Vn en facteur.

17



3.8 Théoreme des gendarmes

Théoréme 3.11. Si (a,) tend vers £, (c,) tend vers £, et si pour tout n,
an < by < ¢p, alors (by) tend vers (.

Démonstration. Soit € > 0. Il existe N tel que Vn > N, |a, —¢|,|c, — ] < e.
Alors —e < a, — £ et ¢, — £ < € (théoreme 2.8 (v)); donc £ — e < ay,
et ¢, < l+4+e Donc f—¢ < a, < b, <c¢, <€+ e On en déduit que
—€ < b, — ¥l < € et enfin |b, — (| <e. O

Corollaire 3.12. Une suite a,, tend vers 0 si et seulement si |ay| tend vers

0.

Démonstration. Supposons que a, tende vers 0. Soit € > 0. Il existe IV tel
que pour tout n > N, |a,| = |a, — 0] < e. Comme ||a,| — 0] = |ay], la suite
la,| tend aussi vers 0.

Réciproquement, si |a,| tend vers 0, alors —|a,| tend vers 0 (opérations
sur les limites). La réciproque découle donc de I'inégalité

_|an‘ <ap < |an|
et du théoreme des gendarmes. O

Soit n € N*. On prouvera plus tard, comme conséquence du théoreme
des valeurs intermédiaires, que pour tout réel a > 0, il existe un unique réel
b > 0 tel que b = a; voir l'exercice 104. On écrit b = /a et on appelle b la
racine n-éme de a.

Corollaire 3.13. On a lim,_,o, /n = 1.
On commence par un lemme.
Lemme 3.14. Si u, est positif et tend vers 0, alors \/u, tend vers 0 aussi.

Démonstration. Soit € > 0. Comme €2 > 0, et que u, tend vers 0, il existe
N tel que ¥n > N, u, < €. Alors Vn > N, \/u, < ¢ (sinon, on aurait
VUn > €, donc par multiplication u, > €2, contradiction). Donc VU, tend
vers 0 (corollaire 3.12). O

Preuve du corollaire 3.15. On suppose ici n > 1. Comme ¥/n > 1 pour
n > 2, ona {Yn=1+ hy, hy, > 0. Donc, par le bindbme de Newton, n =
(/n)" = (14h,)" = 1+nhn+%h%+ des termes positifs > 1+@h%.
Par suite, n — 1 > %h% et donc, en divisant par n — 1 (qui est positif),
1 > nh2/2, d’'ott h2 < 2/n et enfin h, < 1/2/n. Comme 2/n tend vers 0,
\/2/n tend aussi vers 0 (lemme 3.14), donc par le théoreme des gendarmes,

hy, tend vers 0. Donc {/n =1+ h,, tend vers 1. O
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Exercice 42. Montrer que si a > 1, alors /a tend vers 1.

Exercice 43. Montrer que lim \/n++/n = 1. Indication : montrer que

n—o0
Un < Yn+/n < V2n; utiliser le théoreme des gendarmes, avec ['aide
de lexercice 35 et du corollaire 3.135.

3.9 Limites infinies

Définition 3.15. Soit (z,,) une suite.

On dit que x,, tend vers U'infini (ou pour étre plus précis, tend vers plus
I'infini ), ce qu’on écrit x, — oo, si pour tout M, il existe N tel que Vn > N,
on ax, > M.

On dit que x,, tend vers moins 'infini, ce qu’on écrit x, — —o0, si pour
tout M, il existe N tel que Vn > N, on a x, < M.

On utilise aussi la notation lim,, s a, = 00 ou —oo.

Proposition 3.16. Soit a un entier > 1. Alors la suite (n®) tend vers
Uinfin.

Démonstration. En effet, pour tout M > 0,ona:Vn > M,n*>n> M. [

3.10 Opérations sur les suites (suite)

Théoréme 3.17. Soient (ay,), (by,) deuz suites.

(i) St a, tend vers +oo (resp. —o0), et que b, tend vers £ € R, ou
= +00 (resp. L = —c0), alors ay, + by, tend vers +o0o (resp. —o0).

(ii) Si ay tend vers 400 (resp. —o0), et que by, tend vers { # 0, alors
anby, tend vers 400 (resp. —o00) si € >0, et —oo (resp. +00) si f < 0.

(i1i) On suppose a, non nul pour tout n. Alors |a,| tend vers oo si et
seulement si 1/a, tend vers 0.

Démonstration. (i) Supposons que a, tend vers 400, et que b, tend vers /.
Soit M € R. 1l existe N’ tel que Vn > N', |b, — ¢| < 1, et donc b, > £ — 1.
En appliquant la définition 3.15 & M — ¢+ 1 (au lieu de M), on obtient qu’il
existe N tel que Vn > N, a, > M — ¢+ 1. Dongc, si n > max(N, N'), on a
anp+b,>M—-¢+1+¢—1= M. Donc a,, + b, tend vers +oo.

(ii) Supposons que a,, tend vers 400 et que b, tend vers ¢ > 0. Soit
M € R. 1l existe N’ tel que pour tout n > N’ on ait |b, — ¢| < ¢/2; alors
by, > £/2. 1l existe N tel que pour tout n > N on ait a, > 2M/¢. Alors
anby, > (2M/0)(£/2) = M. Donc apb, tend vers co.
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(iii) Supposons que |a,| tend vers oo. Soit € > 0. Il existe N tel que pour
tout n > N, on ait |a,| > 1/e. Alors |1/a,| < €. La suite 1/a, tend donc
vers 0.

Réciproquement, si 1/a,, tend vers 0, alors pour tout M, il existe M’ > 0
tel que M’ > M. 1l existe alors N tel que Vn > N, |1/a,| < 1/M’. Alors
lan| > M’ > M. Donc |a,| tend vers co. O

Théoréme 3.18. On suppose que la suite (|a,|) tend vers co. Si pour tout
n >ng, on a a, > 0 (resp. ap, <0), alors a, tend vers +o0o (resp. —o0).

La preuve est laissée au lecteur.

3.11 Exemples

Proposition 3.19. Soit a un nombre réel. Considérons la suite (a")p>1 ;
on a :
400 sia>1
lim a" =<1 sia=1

n—oo
0 si |a| < 1.
Sia < —1, a"™ n’a pas de limite, voir la section 3.14.

Démonstration. Supposons a > 1. Alors a = 1+ h, h > 0. Alors a™ =
(14 h)™ =1+ nh+ des termes positifs, donc a” > nh. Soit M > 0. Il existe
N € N tel que Nh > M (car R est archimédien par le théoreme 2.9). Alors
pour tout n > N, on a a™ > nh > Nh > M. Donc a™ tend vers 'infini.

Si a = 1, la suite est constante, donc elle converge vers a = 1.

Si a = 0, la suite est constante, donc elle converge vers 0 (proposition
126).

Si a est non nul, et |a| < 1, alors 1/|a| > 1, donc 1/|a|™ = (1/|a|)™ tend
vers l'infini par ce que nous venons de voir, et donc |a|™ tend vers 0 par le
théoreme 3.17 (iii), et enfin a™ tend vers 0 par le corollaire 3.12. O

Dans ’énoncé suivant, on considére une fraction rationnelle P(x)/Q(x),
c’est-a-dire une fraction dont le dénominateur et le numérateur sont des
polynomes. On note

P(x)Zami+~--+a1$+a07Q($):bjxj+"'+b1$+b0’

et on suppose
1> 07.] > Oyai 7& O’bj 7& 07

ce qui implique que P est de degré i et Q(x) de degré j.
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Proposition 3.20. On suppose que Q(n) # 0 pour tout entier naturel n, et
I . P(n)
on considére la suite (W) Alors

b s11 =],

P(n 0 S

i PO _ 0 s,
n—o0 Q(n) +oo  sii>j et a;,b; de méme signe,

—o0 st 1> j eta;,bj de signes opposés.

Démonstration. L’astuce ici est d’écrire

P(n)  iai+aian ' 4--4+an'" +am’

Q(n) bj+bj_in~t+ -+ binl=I + byn=J

Comme la suite (1/n) tend vers 0, le numérateur et le dénominateur tendent
alors respectivement vers a; et b;. Donc la proposition découle de la propo-

sition 3.16 et des théoremes 3.8 (iii) et (iv), et 3.17 (ii). O
n
Exercice 44. Pour tout nombre réel a, montrer que lim — = 0.
n—oo n!

Exercice 45. Trouver des exemples de suites (ay,) et (by) telles que ay, tend
vers oo, que b, tend vers —oo, et que : 1. a, + b, tend vers co; 2. ap + by,
tend vers —oo ; 8. an + by, tend vers 0; 4. an + b, n’a pas de limite finie ou
nfinie.

Exercice 46. Trouver la limite de la suite (x,) définie récursivement par

Tnt+1 + Tp

xo=a, x1 =b et Tpio = pour tout n € N. Indication : on peut

trouver i et j tels que x, =i+ j(—1/2)".

Exercice 47. Soit (x,) une suite telle que xog = 3,21 = 2 et que pour tout
neN, onaxpio= %mnﬂ — %xn On voudrait montrer que T, = a + b(%)”
(%)

1) Trouver a,b en posant n = 0 et n = 1 dans (x) (aprés solution, ne
pas oublier de vérifier que ce sont bien les bons a et b).

2) Avec ce a et ce b, prouver par récurrence sur n que la formule (x) est
vrate pour tout n.

3) Montrer que la suite tend vers a.

Exercice 48. Trouver lim (vVn+3—+/n).
n—oo
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n
1
Exercice 49. Soit (zy,) la suite définie par x1 =0 et x, = E w21 pour
— )"
=2

n > 2.

(Bn+2)(n—1)
dn(n +1)

2) Trouver la limite de la suite (x,).

1) Montrer que x,, = pour tout n € N* (récurrence).

3.12 Suites équivalentes

On considére deux suites (uy), (vy,), avec uy,, vy, # 0 pour tout n. On dit
que uy, et v, sont des suites équivalentes si limy,_,oc Upn /vy = 1.

Proposition 3.21. C’est une relation d’équivalence sur l’ensemble des
suites dont tous les termes sont non nuls.

Démonstration. Réflexivité : uy/u, tend vers 1 (théoreme 3.8 (iv)).

Symétrie : si uy, /v, tend vers 1, alors, vy, /u, tend vers 1 (théoréeme 3.8 (iv)).
Transitivité : si uy, /v, tend vers 1, et si v,/w, tend vers 1, alors u, /w, =
(U /vn) (v /wy,) tend vers 1 (théoreme 3.8 (iii)). O

Proposition 3.22. Deuz suites équivalentes sont de méme nature, conver-
gentes ou divergentes, et ont la méme limite, finie ou infinie.

Démonstration. Supposons que v, tend vers une limite ¢. Alors u, =
U (up /vy tend vers ¢, d’apres le théoreme 3.8 (iii).

Supposons que v, tend vers +oo. Alors u, = v, (u,/v,) tend vers 400,
d’apres le théoreme 3.17 (ii). O

3.13 Suites monotones

Définition 3.23. Une suite (zy,) est dite croissante (resp. strictement crois-
sante, resp. décroissante, resp. strictement décroissante) si pour tout n, on
a Ty < Tpi1 (T€SP. T < Tpt1, TESP. Ty > Tpt1, TESP. Ty > Tptl)-

Une suite est dite monotone si elle est croissante, ou décroissante. Elle
est dite strictement monotone si elle est strictement croissante, ou Stricte-
ment décroissante.

Notez que si une suite est strictement croissante (resp. strictement
décroissante), elle est croissante (resp. décroissante).

Théoréme 3.24. Toute suite monotone et bornée converge.
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C’est un beau théoreme; il est aussi profond, et tres utile (voir par
exemple son application aux séries : théoreme 4.6).

Remarquez qu’une suite croissante est toujours bornée inférieurement,
par son premier terme ; donc, une suite croissante est bornée si et seulement
si elle a une borne supérieure.

Démonstration. Supposons que la suite est croissante (le cas décroissant est
analogue) L’ensemble E = {x,,n € N} est non vide, et il a une borne
supérieure, par hypothese. Il a donc un supremum. Notons le £. Soit € > 0.
Alors £ — € n’est pas une borne supérieure de E. Il existe donc N tel que
{ —e < zn. Pour tout n > N, on a xy < x,, donc £ — ¢ < z,. Donc
¢ —x, < e On a aussi z,, < ¢ (car ¢ est une borne supérieure de E). Donc
0 </{¢—x, < e€et parsuite |[{ — x,| <e. O

La preuve montre aussi le résultat suivant.

Corollaire 3.25. Si une suite croissante a pour limite £, alors chaque terme
de la suite est < /.

Corollaire 3.26. La suite (1+ )" est convergente (on suppose n > 1).

On note e la limite de cette suite, et la preuve montrera que 2 < e < 3.
Le nombre e joue un grand role en mathématiques .

Démonstration. On a z, = (1 + %)” = ZOSiSn (”)(l)Z =3, 7@2)”!%

3 n

_ 1 ! 1 ! _ 1.2:-- N

= Zlﬁ(n;nwg Zlg En eﬂet, (n:lw = W, ou le fac-
teur n au dénominateur apparait ¢ fois. Cette quantité vaut donc
—i+1 n—i+2 -1 1 1
AL Tl < L Deplus 1= 4 = 1414 Doge <
L+ 1+ Yogcpgmr, car i = i (i—1)---2-1 > 271 Donc I <

L+1+3+ 5 +gr =1+ <1+2=3

Nous avons donc prouvé que (1 + %)" < 3. Nous montrons maintenant
que la suite est croissante. On pourra en déduire qu’elle converge (théoreme
3.24), et par passage a la limite, on obtient que sa limite est comprise entre
2 et 3, car chaque terme est > le premier terme, qui est (1 + %)1 =2.

On & @ o = (L4 pp)™ /(L 3)" = (U ) (U ) /(4 2)”

_ n+2/n(n+2)\n _ n42 (4+D?=1\n _ 0427 1 \n~ nd+2(1_ _n

= i1 ()" = i1 Crre )" = i (0 )" 2 5 (0 ) (o
e s 1 S . _ n2 (m+D)%—n _ n24n4l ng2 _
I'inégalité de Bernoulli, voir l'exercice 50) = % DT = nrienii gt =
n34+3n243n42 >1 0]

n3+3n24+3n+1

3. La notation e vient du mot exponentielle.
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Proposition 3.27. Si une suite croissante (resp. décroissante) n’est pas
bornée, elle tend vers l'infini (resp. moins l'infini).

Démonstration. Soit (u,) une suite croissante non bornée. Soit M € R.
Comme la suite n’est pas bornée, il existe N € N tel que xny > M. Alors
pour tout n > N, x,, > xx > M. Donc la suite tend vers l'infini. O

Exercice 50. (Inégalité de Bernoulli) Prouver par récurrence que (14+a)™ >
1+ an, pour tout a > —1 et tout entier n > 1.

n
Exercice 51. Soit (xp)n>1 la suite définie par 1 = 1 et xpp1 =

Tn+n
pour tout n > 1. "

1. Montrer que 0 < x,, < 1 pour tout n € N.

2. Montrer que lim x, = 1.
n—oo

Exercice 52. Soit x,, une suite définie par xo > 0 et pour tout n, T,41 =
1

3(@n+ 75), otta > 0.
(i) Montrer que x,, > 0 pour tout n.
(it) Montrer que x2 > a. Indication : calculer 22, — a.
(11i) Montrer que la suite est décroissante et bornée; en déduire qu’elle
a une limite x > 0. Indication : calculer xp11 — .
(iv) Montrer que la suite (xn41) tend vers x, et que la suite (3(2,+ 2))

ZTn
tend vers §(x+2). En déduire que v = 3(z+2), que 2? = a et que z = \/a.

Exercice 53. Soit (x)n>1 €t (yn)n>1 deux suites de nombres réels définies
par

1 ! + ! + L ! t +

€T = _ — —_ e e JE— e = .

" 273 2n—1 2n In =T o1

1. Montrer que (x,,) est une suite croissante et que (yy) est une suite
décroissante.

2. Monter que lim x, = lim y,.
n— o0 n—oo
Indications : suites monotones bornées; calculer la limite de vy, — xy,.

Exercice 54. On considére une suite croissante (x,) et une suite
décroissante (yy) telles que VYn € N, z, < yp,.

1) Montrer que ¥n,p € N, x, < y, (considérer les deux cas n > p et
n<p).

2) Montrer que les deuz suites ont une limite.

3) On suppose que ¥n € N*, y,, — x,, < % Montrer que ces deur suites
ont la méme limite.
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Exercice 55. Déterminer si les suites ci-dessous, définies par récurrence,
convergent ou divergent. Lorsqu’elles convergent, trouver leur limite.
1. x9g =1 et zp41 = 3+ /xp, pour tout n € N.
1+ 3z

2. x0=1etx ==z ——" pour tout n € N.
0 n+1 n+1+7xnp
1 1
3. xg=—, $1:\/§€t$n+1:1’n+7p0u7"n21.

\/§ Tp — Tn—1

Indications : pour 1, suite croissante (récurrence) et bornée (par 6); pour 2,
suite croissante et non bornée, elle tend vers oo. Pour 3, critére de divergence
par sous-suites, appliqué a ap = Tpi1 — Tn.

Exercice 56. On considére un réel a > 0, et une suite (xy,) telle que xg > 0
et que Vn € N, x,, 11 = %(xn + 2.

Tn
Montrer que ¥Yn € N, z, > 0 (récurrence).
Montrer que Vn €N, 22| —a = 3(z, — ﬁ)Q
Montrer que ¥Yn > 1, az% > a.
Montrer que la suite est bornée inférieurement.

2
Montrer que Yn € N, xp11 — xp = %axx"
n

Montrer que la suite est décroissante.

Montrer que la suite est bornée supérieurement.
Montrer qu’elle a une limite x.

Montrer que la limite satisfait x = §(z + 2).
Montrer que x = /a.

© % RS OE o =D

3.14 Sous-suites

Définition 3.28. Soit (z,,) une suite; on dit que la suite (y,) est une sous-
suite, ou une suite extraite, de la suite (), s’il existe une suite d’entiers
naturels (ky), strictement croissante, telle que ¥Yn,y, = xj

"

Exemples : pour p fixé, y, = Ty 4p. Les suites (x2,) et (22n41) sont des
sous-suites de la suite (z,) (appelées sous-suite des termes pairs, et sous-
suite des termes impairs), de méme que la suite xon.

Théoreme 3.29. Si une suite a une limite, finie ou infinie, alors toute
sous-suite a la méme limite.

Lemme 3.30. Si (ky,) est une suite strictement croissante d’entiers, alors
vn, k, > n.

La preuve se fait facilement par récurrence sur n.
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Preuve du théoréme 3.29. Nous prouvons le théoreme dans le cas d’une
limite finie (le cas infini est trés similaire). Prenons les notations de la
définition 3.28, et supposons que x, tend vers £. Soit € > 0. Il existe N
tel que Vn > N, |x,, — €] < e. Alors Vn > N, k, > N par le lemme 3.30, donc
lyn, — €| = |zg, — ] <e. O

Corollaire 3.31. Si deuz sous-suites d’une suite ont des limites différentes,
alors la suite ne converge pas.

Exemple : (—1)" : la suite des termes pairs tend vers 1, et celle des termes
impairs tend vers —1. Donc la suite ne converge pas.

Le corollaire est vrai aussi dans le cas de limites infinies. On laisse au
lecteur le soin d’énoncer cette variante. Comme exemple, considérons la suite
(—a)™, ot @ > 1. La suite des termes pairs tend vers co, et celle des termes
impairs vers —oo (voir la proposition 3.19 et le théoreme 3.17 (ii)) ; donc la
suite n’a pas de limite, ni finie, ni infinie.

Corollaire 3.32. Soit (x,,) une suite, p un entier naturel, et (yn) la suite
définie par ¥n € N,y, = Ty yp. Alors ,, tend vers £ € RU {—o0, 400} si et
seulement si y, tend vers (.

Démonstration. Siz, tend vers £, alors y,, aussi, car y,, est une suite extraite.

Réciproquement, supposons que y, tend vers £, et nous nous limitons
au cas ¢ € R. Soit € > 0. Il existe N tel que Vn > N, |y, — {| < e. Alors,
Vn>N+p,n—p> N, donc |z, — | = |yn—p — | <. O

Théoréme 3.33. Soit (x,) une suite telle que z, > 0 pour tout n. On
suppose que Tpni1/xy, tend vers L.

(i) Sit <1, alors z, tend vers 0.

(ii) Si ¢ > 1, alors x, tend vers co.

Démonstration. (i) Il existe r tel que £ < r < 1 (théoreme 3.16). Il existe
p tel que Vn > p, |zpt1/xn — € < 7 — L. Alors zpqq/z, — 0 < r — L et
Zpt1/Tn < 7. Posons y, = Ty4p. On a alors Vn, yp41/yn < r. Une récurrence
facile implique que Vn,y, < r"yg. Donc 0 < y,, < r"y. La proposition 3.19
et le théoreme des gendarmes impliquent alors que y, tend vers 0. Donc z,,
tend vers 0 par le corollaire 3.32.

(ii) On applique (i) a la suite 1/x,. On obtient que 1/z, tend vers 0.
Donc x,, tend vers oo, par le théoreme 3.17 (iii). O
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Exercice 57. Soit (a,) une suite. Montrer que si la sous-suite des termes
pairs et la sous-suite des termes impairs ont la méme limite £ € R, alors la
suite tend vers £.

1\" 1 "
Exercice 58. Calculer lim 1+ > et lim (1 + > . Indica-
n—00 n n—00 n+1

tions : se ramener a (1 + 1/n)™ vu en cours.

T onm
Exercice 59. Déterminer si la suite (COS(Z + ?)) converge. Indications :

calculer les valeurs.

n
Exercice 60. Soit a > 1 un nombre réel et k € N. Montrer que lim — =
. n—oo N

n
400 et que lim — = 0. Indication : utiliser le théoreme 5.35.
n—oo q"

Exercice 61. Soit {a,} la suite définie récursivement par ag =1 et ap41 =

1+

our tout n € N.
1+ ap P

1. Montrer par récurrence que a, > 1, a3, _; > 2 et a3, < 2 pour tout
n € N.
2. Montrer que les sous-suites {aon} et {aon—1} convergent.

3. Montrer que lim a,, = V2, ce qui donne le développement en fraction
n—oo

continue de /2, a savoir

V2 =1 1

o
2+ 51—

3.15 Théoréme de Bolsano-Weierstrass

Encore un beau théoreme sur les nombres réels, qui les caractérise.

Théoreme 3.34. Toute suite bornée a wune sous-suite convergente.
Précisément, si les termes de la suite sont dans l'intervalle [a,b], alors il
existe une sous-suite ayant une limite dans cet intervalle.

Lemme 3.35. Toute suite posséde une sous-suite monotone.

Démonstration. Appelons sommet de la suite (x,) un entier naturel k tel
que pour tout n > k, x, < zx. Supposons que (z,) a une infinité de som-
mets. Soient kg < k1 < kg < --- la suite de ces sommets. On a donc
Vi,Vn > ki, x,, < xp,. En particulier, z3, , < zy,. Donc la suite (zy,);en est
strictement décroissante. On a donc trouvé une sous-suite monotone.
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Supposons au contraire que I’ensemble des sommets est fini. Soit kg stric-
tement plus grand que tous les sommets. Alors kg n’est pas un sommet, et
il existe donc n = ki tel que n > kg et xp, = =, > x1,. Maintenant,
k1 n’est pas un sommet, puisqu’il est plus grand que ky. Il existe donc
ko > ki tel que g, > xk,. On construit ainsi une suite strictement crois-
sante ko < k1 < ko < ... telle que Vi, g, , > zg,. On construit ainsi une
sous-suite (xy, )ien, qui est croissante. d

Preuve du Théoréme 3.34. L’existence de la sous-suite convergente découle
du lemme 3.35 et du théoreme 3.24, puisque la suite, donc la sous-suite,
est bornée. Chaque terme de la sous-suite est dans [a, b] et par passage a la
limite (théoreme 3.7), la limite aussi. O

Exercice 62. Montrer que si on a deuz suites (a,) et (by,) dont les termes
sont dans [a, b], alors il existe une suite (ky,) strictement croissante d’entiers
naturels telle que les deux suites (ag, ) et (b, ) convergent.

Exercice 63. La preuve du lemme 3.35 démontre un résultat plus fort que
[’énoncé de ce lemme. Quel est ce résultat ¢

3.16 Densité et suites

Une partie ¥ de R est dite dense dans R si pour tous réels a < b, E
rencontre l'intervalle (a,b). Par exemple, Q et R\ Q sont denses dans R
(théoreme 3.16).

Proposition 3.36. F est dense dans R si et seulement si pour tout x dans
R, il existe une suite (x,,) dont la limite est x et dont tous les termes sont
dans E.

Démonstration. Supposons que E soit dense dans R. Soit € R. Pour tout
entier naturel n, il existe x, € EN (z —1/n,z + 1/n). On construit ainsi
une suite qui tend vers z, car Vn > 1, |z — x,| < 1/n (voir exercice 33); de
plus, pour tout n € N, z,, € F.

Réciproquement, supposons que pour tout z dans R, il existe une suite
() dont la limite est = et dont tous les termes sont dans E. Soit (a,b) un
intervalle tel que a < b. Posons x = ‘ITH’, le milieu de cet intervalle. Soit (xy,)
une suite dont la limite est = et dont tous les termes sont dans E. Prenons
€= b_T“, la moitié de la longueur de 'intervalle. Comme la suite tend vers
z, il existe z,, tel que |x — x| < e. Alors x,, € E et z,, € (a,b). O
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Exercice 64. Montrer que si E est dense dans R et que F' est fini, alors
E\ F est aussi dense dans R.

3.17 Suites de Cauchy

Définition 3.37. Une suite (z,,) est appelée suite de Cauchy si pour tout
€ >0, il existe N tel que Vn,p > N, |z, — zp| < €.

11 est parfois utile de reformuler ceci en : (z,,) est une suite de Cauchy
si pour tout € > 0, il existe N tel que Vn > N, et pour tout p € N,
|y — Zngp| < e

Théoréme 3.38. (Cauchy) Une suite est convergente si et seulement si
c’est une suite de Cauchy.

Lemme 3.39. Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soit x, une suite de Cauchy. En prenant ¢ = 1 dans la
définition, on trouve qu’il existe N tel que Vn > N, |z, — zn41| < 1; donc
‘J,’n’ = |zp, — ony1 + 2np1] < ]wn — zN41] + ‘QZN_H’ =1+ ]a:N+1|. Soit
M = max{|xo|, |z1|,...,|zN]|, 1+ |xN+1|}. Alors, pour tout n, |x,| < M. O

Preuve du théoréme de Cauchy. 1. Si xz, tend vers la limite ¢, alors pour
tout € > 0, il existe N tel que Vn > N, |z, — | < €¢/2. Alors, Vn,p > N,
|xn, —xp| = |z =L+ —xp| <|zp — L+ [0 —2p| <€/2+€¢/2=¢.

2. Si (z,) est une suite de Cauchy, elle est bornée (lemme 3.39). Par le
théoreme de Bolsano-Weierstrass (théoreme 3.34), il existe une sous-suite
(xk, ) de la suite (z,,) qui a une limite ¢, ou la suite d’entiers (k,,) est stric-
tement croissante. Montrons que x,, tend vers £. Soit € > 0. Il existe Ny tel
que si n > Ny, alors |zy, — £ < €/2. Comme la suite (x,) est de Cauchy, il
existe Ny tel que si n,p > N, alors |z, — zp| < €/2.

Posons N = max{Ny, No}. Alors, pour tout n > N, on an > Nj et
n > Ny ; de plus, par le lemme 3.30, k, > n > N > Ny, donc |z, — | =
|xn — g, + xk, — | < |Tp — 2k, | + |TH,, — €] < €/2+€/2=¢. O

Exercice 65. On consideére la suite définie par xo = 1,21 = 1/3, 242 =
(Tp+1 + 2y) /3 pour tout entier naturel n.

(i) Montrer que xp41 — o, = (—1)"1(2/3)7 1,

(ii) Montrer que |Tn+p— Ty| < 3(2/3)" L. Indication : écrire que x4y —
Tn = Tptp — Tngp—1 + -+ + Tpg1 — Ty, appliquer la formule donnant la
somme d’une série géométrique, et utiliser (i).

29



(11i) Montrer que () est une suite de Cauchy.

(iv) Aprés avoir vérifié que la formule de récurrence pour x,42 ne permet
pas de la calculer la limite, montrer que la limite est 3/5. Indication : calculer
Tp — xo avec la méme astuce qu’en (ii), puis passer aux limites de chaque
coté.

3.18 Limites supérieures et limites inférieures*®

On dit que la suite (a,) a la limite supérieure £ € R si pour tout € > 0,
on a :

- il n’y a qu’un nombre fini de n tels que a, > £+ ¢€;

-ily aun n tel que a, > — €.

Si un tel £ n’existe pas, on dit que la limite supérieure est oco.

Théoréme 3.40. Soit (a,) une suite bornée. Sa limite supérieure est égale
a la plus grande des limites des sous-suites convergentes de cette suite.

Autrement dit : soit L l'ensembles des limites des sous-suites de (ay),
qui sont convergentes; alors lim sup(a,) = max(L).

4 Les séries

4.1 Convergence d’une série et exemples

Définition 4.1. Soit (a,) une suite. On définit S, = ap+ a1+ -+ an. La
suite (Sy) est appelée série.
On appelle S, la somme partielle de la série, et a, est appelé le terme
général de la série. On dit que la série converge si la suite (Sy) converge.
La limite est alors notée Y o2 o an, 0u Y., < an, 0u simplement y_ ay, et
on l'appelle la somme de la série. -

Notation :
Par abus de notation, on note souvent »_ a, la série de terme général,
sans préjuger de la convergence ou non. Par exemple, les séries ) 2%, et
1
Z n"
Quelques exemples :

Considérons la série de terme général a,, = 2% On adonc S, =1+ % +
- s
s 2% = 12_1+1 . Comme 1/2"*! tend vers 0, S, tend vers 11 = 2. On
bl

berit 32,5057 = 2.

_1
2
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Plus généralement, > a™ est appelée la série géométrique de raison a. Si
—1 < a < 1, elle tend vers ﬁ Le calcul est analogue au calcul ci-dessus. Si
a > 1, elle tend vers +o00. Si a < —1, elle n’a pas de limite finie, ni infinie.

Parfois, on considere des séries commengant au rang 1 : S, = a1 + -+ +

an. Par exemple, la série anl m Elle converge vers 1. En effet, on a
i(i}rl) = % — 24%1 Donc la somme partielle de rang n est S,, = Zlggne -
1,4%1) =1- n%rl (somme télescopique), donc S, tend vers 1.

La série harmonique est la série de terme général L (n > 1), notée donc
> % Elle ne converge pas. En effet la somme partielle de rang 2" est

R S S S|
2 3 4 =l 4] AL
U S D S S |
- 2 4 4 AL 2n
11 1
2 2 2 2’

qui tend vers l'infini. Donc S, ne peut pas converger, par le critere des
sous-suites (théoreme 3.29).

Un résultat tres simple sur les séries convergentes est le suivant ; il fournit
une condition suffisante de non convergence.

Proposition 4.2. Si une série converge, alors son terme général tend vers
0.

Démonstration. Pour n > 1, on a a, = S, — Sn_1. Si la série converge, alors
Sy tend vers une limite S, de méme que S,_; (corollaire 3.32). Donc leur
différence tend vers 0. ]

Définition 4.3. Deuz séries sont dites de méme nature si elles convergent
toutes deux, ou si elles divergent toutes deu.

Proposition 4.4. Si deux séries ne différent que par un nombre fini de
termes, alors elles sont de méme nature.

Démonstration. Si on note S, et T, les sommes partielles de ces séries, on
a, comme conséquence de ’hypothese, S, = T,, + a, si n est assez grand,
pour un certain réel a.

Soyons plus précis. Notons > a, et Y b, ces deux séries. Il existe p tel
que Vn > p, a, = by,. Alors, pour n > p, S, =ap+---ap+apy1+---+ap =
b0+"'bp+bp+1+"'+bn+(a0+"'+ap_b0+"'+bp):Tn+a- O
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Le critere suivant est souvent utile.

Proposition 4.5. Soit (ay,) une suite, p € N. Définissons pour tout n € N,
by = an4p. La série ) a, converge si et seulement si la série ) b, converge.

Démonstration. On peut supposer p > 1. On note 5,, les sommes partielles
de Y ap, et T), celles de ) b,. On a alors, pour tout n, Syyp = Sp—1 + T,.
Donc la suite (7},) converge si et seulement si la suite (Sp4p)n converge. Et
celle-ci converge si et seulement si la suite (.S,,) converge (corollaire 3.32). [

Exercice 66. Montrer que la série Y, -(—1)"5 converge et calculer sa
limite.
1

o
1
Exercice 67. Soit a > 0. Montrer que E Tt a)ntita) = —. Indica-
n+a)(n a a

tions : imiter le cas a = 0 vu ci-dessus.

Exercice 68. On suppose que la série E an converge ; montrer que la série
1
Z 5 diverge.
a; +1

Exercice 69. Soit x € R. Déterminer la limite de la suite (x,,) définie par

Ty = ﬁ(l +2)y=(1+2)1+2)1+2") - (1+22).
=0

Indication : calculer le produit en fonction d’une série géométrique : montrer
qu’il est €égal 4 Y gcjcont1_q L'
4.2 Séries a termes positifs

Une série a termes positifs est une série dont tous les termes sont > 0.

Théoréme 4.6. Une série a termes positifs converge si et seulement si
ses sommes partielles S, sont bornées (c’est-a-dire, s’il existe M tel que
Vn, S, < M ). Si elles ne sont pas bornées, la série tend vers oo.

Notation : Dans le deuxiéme cas, on écrit » | a,, = oc.
Dong, pour une série a termes positifs, soit elle converge, soit elle tend
vers oo.
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Démonstration. Si S, < M pour tout n, alors la suite des S,, est croissante
est bornée. Elle converge par le théoreme 3.24.

Si les S, ne sont pas bornées, alors S, tend vers oo par la Proposition
3.27. O

Corollaire 4.7. (critére de comparaison) Soient deux séries a termes posi-
tifs > an et Y by, et a > 0. Si a, < aby, pour tout n, et si Y b, converge,
alors Y a, converge.

On utilise souvent ce critere avec a = 1 : I’hypothese sera donc a,, < b,,.

Lemme 4.8. Soit > a, une série & termes positifs qui converge vers A.
Alors pour tout n, S, < A.

Démonstration. La suite des sommes partielles .S, est croissante. On ap-
plique le corollaire 3.25. O

Démonstration. (Preuve du corollaire 4.7) Soit S,, la somme partielle de
> an, et T, celle de by,. On a S,, < aT,. Par le lemme 4.8, on a T,, < B, ou

B =>"b,. Donc S,, < aB. On conclut avec le théoreme 4.6. O
Exemple : considérons la série ) ., # On a # < ﬁ On a déja

vu en 4.1 que la série ) m converge. On applique le corollaire. C’est

un résultat célebre, mais hors d’atteinte dans ce cours, que la limite est
1 2

n? = 6"
Corollaire 4.9. Si on a deux séries a termes positifs Y an et Y by, si
an < by, pour tout n, et si Y. a, = 00, alors Y b, = oo.

Démonstration. C’est la contraposée du corollaire 4.7, en tenant compte du
théoreme 4.6. O

Corollaire 4.10. (critére des suites équivalentes, ou critére du quotient)
Soient deux suites (ay,) et (by), strictement positives, et équivalentes. Alors
> an et Y by, sont de méme nature.

Démonstration. Comme lim a, /b, = 1, il existe N tel que n > N implique
lan /by, — 1] < 1/2; donc —1/2 < an/b, — 1 < 1/2, et par suite 1/2 <
an/bn, < 3/2, dou (1/2)b, < an < (3/2)by,. Par le critére de comparaison
(corollaire 4.7), tenant compte de la proposition 4.4, les deux séries sont de
méme nature. O

Attention Ce critere s’applique seulement aux séries a termes strictement
positifs.
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Corollaire 4.11. (critére de d’Alembert) Soit (ay,) une suite a termes stric-
tement positifs telle que lim a,q1/a, = £.

(i) Sit <1, alors Y a, converge.

(ii) Si € > 1, alors ) a, diverge.

Démonstration. (i) 1l existe r tel que £ < r < 1. Soit € = r — ¢ > 0. 1l
existe N tel que si p > N, alors |apt1/ap — €| < 1 —{€; alors ap1/ap, — £ <
r — ¢, donc api1/ap, < r et enfin a,11 < ra,. Il s’ensuit que pour tout n,
on a ant+n < r"ay. Par le critére de comparaison (corollaire 4.7), la série
>_p>0 AN+n converge, car » " converge (série géométrique de raison r). Par
suite, la série ) a,, converge aussi (proposition 4.5).

(i) II existe r tel que 1 < r < £. Avec € = £ — r, on trouve un N tel
que Vn > N, |apt1/an — €| < € —1r; alors r — { < apy1/an, — £, et par
suite 1 < 7 < apy1/a, et enfin a, < apy;. Donc pour tout n > N, on a
a, > ay, et par suite a, ne tend pas vers 0. Il s’ensuit que »_ a,, diverge,
par la proposition 4.2. ]

Corollaire 4.12. (critéere de Cauchy, ou critére de la racine) Soit (ay,) une

suite a termes strictement positifs telle que lim(an)% =/.
(i) Sit <1, alors ) a, converge.
(i1) Si € > 1, alors Y a, diverge.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du critére de d’Alembert. [

Théoréme 4.13. (critére de condensation de Cauchy) Soit a, une suite
décroissante de termes positifs. Alors > a, converge si et seulement si
> 2"agn converge.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous faisons commencer la suite
an an =1, et la suite 2"a9n a n = 0.
Par décroissance de la suite a,, on a
2" agn+1 < agn + Ggnyq + -+ agnri_q < 2" agn.
Soit S, = aj + -+ + ap et T, = 2%aq0 + - - - + 2%agn. Alors
Son+1_1 =a1+ (a2 +a3) + (as+as+as+ar) + -+ (agn + -+ + agn+1_q)

S QOCLQO + 21(121 + 22(122 cee 2na2n = Tn.
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De plus

. 1 .
52n+1,1 >al + Z 21a2¢+1 =a1 + 5( Z 2’+1a2¢+1)
1<i<n 1<i<n

1 1 1
= ai + 5(—200120 - 21a21 + Tn+1) = §Tn+1 + ial — as.

On en déduit que Ty+1 < 2Sym+1_1 — a1 + 2as. Si Y a, converge vers S,
alors S, est borné supérieurement par S (lemme 4.8) ; donc T),4; est borné
supérieurement par 25 — aq + 2a9 ; donc T}, est borné pour n > 1, et enfin
T,, est borné pour tout n (car 0 < Ty < T7); la série ) | 2™agn converge donc,
par le théoreme 4.6.

Réciproquement, si cette série converge, alors ses sommes partielles T,
sont bornées, donc les Son+1_1 sont bornées, et par positivité, les S, sont
bornées (voir l'exercice 72). Donc les sommes partielles S,, de la série Y a,
(qui sont les ag+.S,,) sont bornées, et la série converge par le méme théoreme.

O
Corollaire 4.14. La série Zn21 n—lp converge si et seulement si p > 1.

Démonstration. Si p <0, alors le terme général ne tend pas vers 0, donc la
série ne converge pas.

Supposons donc p > 0. Alors la suite 1/nP est décroissante. Appliquons
le critere de condensation. Il faut examiner la série ) -, 2™(1/(2")P). Son
terme général est (217P)" et c’est donc une série géométrique de raison 2177,
Elle converge si et seulement si 2! 77 < 1 (section 4.1), ce qui est équivalent
al—p<0,doncap>1. ]

On note, pour p > 1, {(p) = anl n—lp On obtient ainsi la célebre fonc-
tion zeta de Riemann (nous avons déja rencontré ((2) apres le lemme 4.8).

Exercice 70. Montrer que la série ), ~,nr™ converge, ot 0 <1 < 1.

Exercice 71. Soit s, la suite s, = \/%Z—: On admettra la formule de
Stirling (qui donne une approximation de n!) :

Iim — =1.
n—0o0 Sy,

Montrer que la série > 67:,?! diverge (comparer par quotient, corollaire /.10,

a la série Y +/n, et utiliser le corollaire 4.1}).
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Exercice 72. Soit a,, une suite a termes positifs et S, ses sommes partielles.
Soit (ky) une suite d’entiers naturels qui tend vers linfini. Montrer que si
les Sk, , n € N, sont bornées, alors les Sy, sont bornées.

1

nln(n)
En déduire que si a, tend vers 0, alors la série Y a,/n ne converge pas
nécessairement.

Exercice 73. Montrer que ), -, diverge. Indication : condensation.

Exercice 74. * Soit (a,,) une suite décroissante de nombres positifs telle que
Yay, converge. Montrer que limna,, = 0. Indication : utiliser la condensation
pour montrer que 2ka2k tend vers 0 ; pour n quelconque, intercaler n entre
deux puissance de 2.

Exercice 75.

Classer les séries suivantes en séries convergentes et en séries divergentes :

1
L ;nln(n) In(In(n))’
9 Zco;jn’
YR

n!

)
nn
n

a
0. Z— avec a € Ry,

n!

S

9
’ Z3\/ﬁ+2’
ZQ”—FGTL?’
n! + 4n?’
3 2
n° +4n
9. 272n4+n3.

4.3 Critere de Cauchy

o

Théoréme 4.15. Une série converge Y a, si et seulement si pour tout
e > 0, il existe N tel que pour tout n > N et tout p, on a |ap+1 + ant2 +
c At Apgp| < e
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Démonstration. On applique le théoreme 3.38 & .5,,. La somme dans 1’énoncé.
est Sp4p — Sh. O]

Lo s 1 1
Montrons avec ce théoreme que la série ) - converge. On a Ty T
1 1

— 1 1 1 1
oy bt e = mo e t amer Tt ere) S
1-55 Lo
(nil)!(l + % + 2% + -+ 2p1_1) = (nil)! 1_2%” < (nil)!‘ Donc le théoreme

s’applique, car la suite 1/(n + 1)! tend vers 0. On peut montrer que la
somme de cette série est le nombre e, déja rencontré au Corollaire 3.26.

4.4 Opérations sur les séries

Théoréme 4.16. Si ) _ a, et ) b, sont deuz séries convergentes, de sommes
A et B, alors pour tous réels a,b, la série Y (aay + bb,) converge vers aA+

bB.

Démonstration. Soit A,, By, S, les somme partielles de rang n de ces trois
séries. Alors S, = aA,, + bB,,. On applique le théoreme 3.8 (i) et (ii). O

0 2

. n
Exercice 76. Montrer que g — converge et calculer sa somme sachant

n

n=1
[

quee:Z%.

n=0

. . 1 2
Exercice 77. On sait que ), ;z converge et que sa somme vaut 7. En

déduire la somme des séries Y, - ﬁ ety o m

4.5 Associativité de la somme infinie

Théoréme 4.17. Soit ), -, an une série convergente. Soit 0 = ko < ki <
ko < --- une suite strictement croissante d’entiers naturels. On définit b, =
an§i<kn+1' Alors la série Y b, est convergente, avec la méme limite.

Par exemple, on pourrait avoir bg = ag + a1 + as, b1 = ag,bo = a4 + a5 +
ag +ag, .. ..

Démonstration. On note Sy, les sommes partielles de > a,,. Alors Sk, Li—1est
une sous-suite de la suite (Sy,). Cette sous-suite est convergente (théoréme
3.29). Or bg+by+---+b, = Sy, 1. Lasérie ) b, est donc convergente. [J

Sous une condition supplémentaire, on a une réciproque.
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Théoréme 4.18. Soit Soit ), ~,a, une série. Soit 0 = ko < ki <
ko < --- une suite strictement croissante d’entiers naturels. On définit
b, = an§i<k"+1' On suppose que a, tend vers 0, et qu’il existe K tel
que pour tout i, kiv1 — ki < K. Alors la série Y ay, est convergente si et
seulement si la série > by, est convergente.

Démonstration. Par le théoréme 4.17, il suffit de prouver que : > b,, converge
= > a, converge.

Supposons que donc ) b, converge. Notons S, =) <;<,, Gi-

Soit € > 0. o

-Onan<p<& k, <kp, car la suite k,, est strictement croissante.

- Il existe K tel que pour tout n, ky11 — k, < K.

- Il existe M tel que pour tout i > M, |a;| < €/2K.

- Comme la série ) b, converge, il existe S et L tel que pour tout n > L,
| 2 0<i<n bi = S| = [Skypi—1 — S| < €/2.

- On peut supposer k;, > M, quitte a remplacer L par un nombre plus
grand, puisque la suite k, tend vers I'infini par le lemme 3.30.

Soit m > kpyq. Il existe n tel que ky, < m < kpy1. Alors kpiq <
m < kpy1,doncn+1> L+ 1 etn > L. Doncn—12> L et par suite
|Sk,—1 — S| < €/2. De plus, si i > k, > kr > M, alors |a;| < €¢/2K.
Donc [Spm — S| < [Sm = Sko—1] + [Sk—1 = S| < [ Dk, <icm @il +€/2 <
Dk <i<m @il €/2 < Ke/2K +¢€/2 (car m — ky, < kpy1 —kn < K) =e¢. [

4.6 Convergences absolue et conditionnelle

Définition 4.19. Une série Y a, converge absolument si la série Y |ay,|
converge. Une série Y | a, converge conditionnellement si elle converge et si
la série Y |an| ne converge pas.

Un série qui converge conditionnellement est aussi appelée une série
semi-convergente.

Théoréeme 4.20. Toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration. Soit € > 0; comme Y |a,| converge, il existe par le théoreme
4.15 N tel que pour tout n > N et tout p, on a |ap+1|+|ant2|+- -+ |antp| <

€. On a alors, par I'inégalité triangulaire, |anq1 + ant2 + -+ + apyp| <
|an+1]+|ang2|+- -+ |anip| < €. Donc Y a, satisfait le critere du théoreme
4.15, et par suite, converge. ]

On a une caractérisation de la convergence absolue, et une condition
nécessaire pour la convergence conditionnelle.

38



Soit a,, une suite et posons p, = a, si a, > 0et p, = 0sia, <0;de plus
qn = 0sia, >0etq, =a,si g, <0.En examinant les trois cas a, > 0,
an, =0, a, <0, on établit que que

ap, = Pn + Gn, ’an| = Pn — Qn-

Théoréme 4.21. a) > a, converge absolument si et seulement si y_ p, et

> qn convergent. Dans ce cas, Y an =Y, Pn+ D n-
b) Si > ayn converge conditionnellement, alors > py et > q, divergent.

Démonstration. a) Si les deux séries > p, et > g, convergent, alors la série
> |ay| aussi, car |a,| = pn — qn-

Si > |an| converge, alors, comme |p,| < |ay| et |gn| < |ay| (vérifier), les
deux séries Y p, et > g, convergent absolument, donc convergent.

La derniere égalité vient de a, = pn + ¢n.

b) Par a), les deux séries Y p, et > ¢, ne peuvent pas étre toutes deux
convergentes. Supposons que Y p, converge; alors, comme ¢, = a, — Pn,
> qn converge aussi : contradiction par a). De méme, si > g, converge,
alors > p, aussi : contradiction par a). En conclusion, aucune des deux ne
converge. O

Exercice 78. Montrer que dans le cas b) du théoréme /.21, on a > p, = 00
et > qp = —00.

Exercice 79. Soit Zan une série absolument convergente et {b,} une

suite bornée. Montrer que la série E anby converge absolument.

Exercice 80. En justifiant pleinement chacune de vos réponses, déterminer
si les séries suivantes convergent ou divergent :

LY (e

n=1
[o@)
4 2
g‘zi
nd+2n3 4+ 7

n=1
1 (0 1)?
3. ngl( IDkes (2]
=, 21
4 ngl (2n)!
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4.7 Séries alternées

Définition 4.22. Une série Y a,, est dite alternée si les a,, sont alternati-
vement > 0 et < 0.

Théoreme 4.23. Soit a,, une suite décroissante de termes positifs, qui tend
vers 0. Alors la série alternée > (—1)"a, converge.

n
Application La série Zn21 %, appelée la série harmonique alternée,
converge. Comme la série harmonique diverge, elle converge conditionnelle-

ment.

Démonstration. Considérons la suite (S;,) des sommes partielles de la série
> (=1)"ay. On a pour tout n > 0, Sopt+2 = Son — a2n+1 + a2nt2 < Sap, car
la suite a,, décroit, donc as,to < agp+1; de méme, So,13 = Sopt1+ agpto —
a2n+3 > Son+1. Donc la sous-suite (S2,,) est décroissante, alors que la sous-
suite (S2,41) est croissante. De plus Sopt+1 = S2, — aont+1 < S2y,. Il s’ensuit
que S1 < Sopt1 < S, < S5p. Les deux sous-suites sont donc bornées, et elles
convergent d’apres le théoréme 3.24. Soit donc S = lim Sy, et S’ = lim So;,11.
Donc S — §" = lim(S2, — S2p+1) = limagy,+1 = 0 (théoreme 3.29). Donc
S = S’. Comme S, et So,+1 tendent toutes deux vers S, il s’ensuit que S,
tend vers S’ (exercice 57). O

Exercice 81. Déterminer si les séries suivantes convergent ou non, et lors-
qu’elles convergent, déterminer si elles convergent absolument ou condition-
nellement :

o nQ
— n+1

n=1 3"
Exercice 82. Des contre-exemples : on définit, pour n > 2, u, = (—\/1%” et
v, — D"
T (=)

1. Montrer que les deux suites sont équivalentes.
2. Montrer que Y u, converge.

=D"n 1
n—1 n—1-

3. Montrer que v, =
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4. Montrer que ) (jl)jl‘/ﬁ converge.
5. En déduire que Y v, diverge.
6. Pourquoi le corollaire /.10 ne s’applique-t-il pas ?

7. Pourquoi le théoréme /.23 ne s’applique-t-il pas a > vy ?

4.8 Réarrangements de séries

On sait bien que ’addition des nombres est commutative : a +b = b+ a.
Méme, si on additione plusieurs nombres, on peut le faire dans n’importe quel
ordre, et on trouvera toujours le méme résultat ; ¢ca s’exprime formellement
comme suit : étant donnés n nombres réels, et f une bijection de ’ensemble
{1,2,...,n} dans lui-méme, on a a1 +az+- - -+an = agq)+age)+ - +apm)-

Qu’en est-il de la commutativité des sommes infinies ? Les résultats de
cette section-ci et de la suivante répondent complétement a la question.

Définition 4.24. Soit f : N — N une bijection. La série ) az,) est appelée
un réarrangement de la série ) ay.

Théoréme 4.25. Soit Y a, une série absolument convergente. Tout
réarrangement de cette série est convergente, avec la méme limite.

Démonstration. Soit f : N — N une bijection. Posons b; =
af). Alors ZOSigm bi| = Zogigm lapa| < ZOS@'SM |ail, o M =
max{f(0), f(1),..., f(m)}. Par le lemme 4.8, cette derniére somme est
< > |ai], car cette série converge. Donc les sommes partielles de la série
> |bn| sont bornées, et il s’ensuit que la série Y b, converge absolument,
donc elle converge (théoreme 4.20).

Notons By, Ty, Sy, les sommes partielles des séries > by, > |an|, Y an, et
T,S les somme des séries Y |an|, Y an. Il reste & montrer que > b, = S.
Soit € > 0. Par le critere de Cauchy (théoreme 4.15), il existe N; tel que :
(*) pour tout n > Ny et tout k, on a Tyyp, — T = D, 1 cicnin @il < €/2.
Il existe aussi Na tel que : (#*) pour tout n > Na, |S, — S| < €/2. Soit
N = max(Ny, N3). Comme f est une bijection, il existe M € N tel que
{0,1,....,N} C {f(0), f(1),..., f(M)}.

Alors pour tout m > M, on a |B,, — S| = |By, — Sy + Sy — S| <
| By, —Sn|+|Sn—S|. La deuxiéme valeur absolue est bornée par €/2, par (xx).
La premiere est égale a | > ;<. ap) — Do<i<n @il- A cause de l'inclusion
ci-dessus, la somme ) o,y a; est incluse dans la somme » o, @s()-
La différence est donc égale a Zje jaj, ou J est 'ensemble des j > N de
la forme j = f(i),i = 0,...,m. Sa valeur absolue est, par l'inégalité du
triangle, < 3. ; [a;|, et ceci est <3 a;|, out la somme est sur les j tels que
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N +1<j<max{f(i),i =0,...m}. Par (x), c’est < ¢/2, puisque N > Na.
Finalement, on obtient que |B,, — S| < e. O

Finissons cette partie sur les séries par un théoréeme de Riemann, a priori
surprenant.

Théoréme 4.26. Soit ) a,, une série convergente conditionnellement. Pour
tout £ € RU {oo, —o0}, il existe un réarrangement de cette série qui tend
vers £.

Démonstration. Avec les notations précédant le théoreme 4.21, on a :

Y opn = 00,).qn = —00. Soit (ag,) la sous-suite des termes strictement
positifs de la suite (ay), et (by, ) la sous-suite de ses termes négatifs. On a
donc ), ax, = oo et Y ap, = —oo. De plus, comme ) a, converge, on a

lim a,, = 0 et par suite, ag, et ap, tendent vers 0 quand n tend vers I'infini.

1) Prenons ¢ = co. La sous-suite (ag, ) tend vers l'infini. On peut donc
trouver ko, k1, ..., kn, tels que ay, +ag, +-- Fag,, Tan, = 1. On choisit en-
suite kng+1, kng+1, - - -, kny tels que agy+ag, +- - -+ak, +ano+ak, 1+, 10t
-+ ag,, +ap, > 2. On continue ainsi, et cela définit un réarrangement tel
que la série réarrangée tend vers 'infini.

2) Le cas £ = —oo est analogue.

3) Soit £ € R. On choisit ko, k1,. .., kn, tels que o == ag, + ax, + -+ +
kg > L, €t que ag, +ag, + - +ak, , <L lag — £] < Ay, -

On choisit ensuite hq, hi, ..., iy, tels que By == ag, +ag, +---+ Ay +
Ahg + Gy + -+ Qhyyg <l et que ap, + ap, A an,, > /.

On construit ainsi un réarrangement de la série > a,,, qui tend vers £. [

Exercice 83. * On sait que la série S =) ~,(=1)"/(n+1) est condition-
nellement convergente. Soit £ sa limite. Montrer que la série > ;~o(1/(2k +
1) —1/(4k +2) — 1/(4k +4)) converge vers £/2. Montrer que cette série est
un réarrangement de S.

Exercice 84. On dit qu’une série est commutativement convergente si et
seulement si tous les réarrangements de cette série ont la méme limite finie.
Montrer qu’une série est commutativement convergente si et seulement si
elle est absolument convergente.
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5 Limites de fonctions et continuité

5.1 Fonction R — R

Une fonction f de R dans R a un domaine de définition Dy, qui est un
sous-ensemble de R ; elle associe a tout « € Dy un nombre réel y, noté f(x) :
y = f(z). On écrit

f:Df =Rz~ f(x).

Dans la plupart des cas étudiés ici, le domaine de f est un intervalle, ou une
réunion finie d’intervalles.

5.2 Limite d’une fonction en un point

Pour a € R et € > 0, on note
V(a,e) = (a —€e,a+¢€),V'(a,e) = V(a,e) \ {a}.

La notation V peut se comprendre avec le mot “voisinage”, utilisé en to-
pologie : V(a,¢€) est 'ensemble des réels qui sont “voisins” de a, en ce sens
qu’ils sont & un distance de a inférieure & €. Et V'(a, €) est 'ensemble de ces
réels, sauf a lui-méme.

Définition 5.1. Soit f: Dy — R,z — f(x), xo,¢ € R. On dit que f a la
limite £ en xqy, ou que f tend vers xo quand x tend vers xg, Si

Ve > 0,3n > 0,Vz € V'(z9,n),x € Dy = f(z) € V(L,e).

Notation : lim f(z) ={. On dit aussi "en a” au lieu de "quand x tend vers
Tr—TQ

a”.

Ca s’écrit aussi comme suit : Ve > 0, dn > 0 tel que Vo € Dy, 0 <
|z — x| <n=|f(zx) =L <e.

Notez qu’on ne demande pas que la fonction soit définie en xg; on peut
avoir xg ¢ Dy ou xg € Dy.

Cette définition ne prend du sens que lorsque x¢ est un point d’accumu-
lation de Dy, dont la définition suit.

Définition 5.2. Soit D C R. Un point d’accumulation de D est un réel a
tel que pour tout € > 0, V'(a, €) rencontre D.

Si g n’est pas un point d’accumulation de Dy, alors n’importe quel
nombre réel est limite de f(x) quand z tend vers zy : voir exercice 91;
en particulier le théoréme qui suit n’est pas vrai si g n’est pas un point
d’accumulation du domaine de la fonction.
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Théoreme 5.3. La limite d’une fonction en un point d’accumulation de
son domaine est unique.

La preuve est tres semblable a celle de 'unicité de la limite d’une suite
(théoreme 3.3), par l'application du corollaire 2.10. On remarquera ou in-
tervient I’hypothese que xy est un point d’accumulation.

Démonstration. Soit £1, {3 seux nonbres réels, tous deux limite de f(z) en xo,
point d’accumulation de D¢. Nous montrons que pour tout € > 0, {1 —{3| <
€; le corollaire 2.10 implique alors que #1 = ¥5.

Soit donc € > 0; alors €/2 > 0. Donc, pour i = 1,2, il existe J; tel que
pour tout € Dy N V'(z0,0;), on a f(x) € V(4;,€/2). Soit § = min(dy, 2).
Il existe € Dy NV'(z0,0). Alors z € V'(xg,d;) pour ¢ = 1 et pour i = 2.
Donc f(z) € V(4;,€/2). On a donc |f(x) — 4;] < €/2, et enfin |¢; — lo| <
10— f(@)| + |f () — o] < €. 0

La notion de limite d’une fonction se ramene a celle de limite d’une suite.

Théoréme 5.4. Soit f : Dy — R et a un point d’accumulation de Dy. Alors
lim f(x) = ¢ si et seulement si pour toute suite (an) d’éléments de D¢\ {a}
r—a

qui tend vers a, la suite f(ay) tend vers L.

Démonstration. 1) Supposons que lim f(z) = /(. Soit (a,) une suite
Tr—a

d’éléments de Dy \ {a} qui tend vers a. Soit € > 0. Il existe ¢ tel que pour
tout x € V'(a,d), on a f(x) € V(£,¢). Il existe N tel que pour tout n > N,
an € V(a,d), et par suite, a, € V'(a,d). En conséquence, f(a,) € V(¢,¢).
2) Démontrons la contraposée : I'hypothese que la limite de f(x) quand
x tend vers a n’est pas ¢, implique qu’il existe une suite (x,) d’éléments de
D¢\ {a} qui tend vers a, et que la suite (f(xy)) ne tend pas vers /.
L’hypothese ci-dessus implique qu’il existe € > 0 tel que pour tout § > 0,
il existe x € Dy NV'(a,d) tel que f(z) ¢ V (¢, €). On applique cette propriété
a chaque § = 1/n, pour chaque entier naturel non nul n. Il existe donc
zn € Dy NV'(a,1/n) tel que f(z,) ¢ V(£,€). On a alors |z, —al < 1/n, et
la suite x,, tend donc vers a. De plus, |f(z,) — €] > €, et la suite f(x,) ne
tend donc pas vers /. O

Exercice 85. Montrer que V'(a,€) est réunion disjointe de deuz intervalles
ouverts.

Exercice 86. Soit A un sous-ensemble de R. Soit x un point d’accumulation
de A; montrer que pour tout § > 0, l'ensemble V'(x,5) N A posséde une
nfinité d’éléments.
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Exercice 87. Soit A un sous-ensemble de R. On suppose que x n’est pas un
point d’accumulation de A ; montrer qu’il existe 6 > 0 tel que V'(x,0)NA =

0.

Exercice 88. Montrer que tout nombre réel est un point d’accumulation de
l’ensemble Q.

Exercice 89. Déterminer quels sont les points d’accumulation de [’inter-
valle [0, 1).

Exercice 90. Montrer que si D est une réunion d’intervalles de longueur
positive, alors tout point de D est un point d’accumulation de D.

Exercice 91. Avec les notations de la définition 5.1, supposons que xy n’est
pas un point d’accumulation de Dy. Montrer que n’importe quel réel £ est
limite de f(z) quand x tend vers xg.

5.3 Limite a gauche et a droite

Définition 5.5. On suppose que a est un point d’accumulation de Dy N
(a,00) (resp. de Dy N (—o00,a)), et £ € R. On dit que £ est limite a droite
(resp. & gauche) de f(x) quand x tend vers a si pour tout € > 0, il existe
d > 0 tel que pour tout x € Dy N (a,a+6) (resp. x € DN (a —6,a)), on a
@)t <e.

Notations : lim f(z)=¢, lim f(z) =/
z—at T—a~
Exemple : soit f : R — R la fonction définie par

-1 siz<O
fl®)=<0b sizx=0
1 siz>0

La limite & gauche en 0 est —1, et & droite c’est +1; la valeur en 0 de f (qui
est b) ne joue pas de role pour ces limites.

Théoréme 5.6. La limite de f(x) en a est £ si et seulement si les limites
de f(x) a droite et a gauche en a existent, et sont toutes deux égales a L.

La preuve est laissée en exercice. On laisse aussi en exercice 1’énoncé
d’un théoréeme pour les limites & droite, et pour les limites a gauche, d’un
théoreme analogue au théoreme 5.4.
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5.4 Limites en ’'infini

Définition 5.7. Soit ¢ € R. Soit f une fonction dont le domaine de
définition n’est pas borné supérieurement (resp. inférieurement). On dit que
f(x) a la limite £ en +oo (resp. en —o0) si pour tout € > 0, il existe A tel
que pour tout x > A (resp. x < A), x € Dy implique que |f(x) — 1] <.
Notations : £ = lim f(z); /= lim f(x).
T—r00 T—r—00
La restriction que le domaine n’est pas borné est I’analogue de la res-

triction que zp est un point d’accumulation du domaine (voir les définitions
5.1 et 5.2).

Théoréeme 5.8. Dans les conditions de la définition 5.7, la limite est
unique.

5.5 Limites infinies
Les notations sont lim f(z) = oo, lim f(z) = —oo, lim f(z) = oo,
T—x0 T—x0 T—00
ainsi que quelque autres variantes, incluant les limites a gauche et a droite

en un point. Nous laissons au lecteur le soin d’écrire tous les cas.
On a, par exemple

lim f(z) =00 < (VA,30,Vz € Dy,0 < |z —x0| < = f(zx) > A).

T—T0

Proposition 5.9. Soit n un entier naturel non nul. On a

lim 2" = oo,
Tr—00

. " —00 8L M Impair,
lim 2" =

T——00 400 st n pair.

5.6 Opérations sur les limites

Théoréme 5.10. Soit f,g: D — R deux fonctions et a un point d’accumu-
lation de D. On suppose que lim f(x) = F et lim g(x) = G. Alors
Tr—a T—a
a) lim (f +g)(z) = F+G;
Tr—a
b) im (f9) (@) = FG;
Tr—a
c) lim(f/g)(x) = F/G, sous l’hypothése que g ne s’annule pas sur D et

r—a
que G # 0.
Démonstration. On se ramene au théoreme analogue sur les suites, en ap-
pliquant les théorémes 5.4 et 3.8. O
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5.7 Théoréeme des gendarmes

Théoréeme 5.11. Soient trois fonction réelles f,g,h de domaine com-

mun D. Soit a un point d’accumulation de D. On suppose que Vx € D,

f(z) < g(x) < h(z) et que liin f(z) et li_r>n h(z) existent et sont égales.
r—a r—a

Alors li_r>n g(x) existe aussi et elle est égale a cette limite.
r—a

Démonstration. C’est une conséquence des théoremes 5.4 et 3.11. ]

Exercice 92. Fvaluer les limites sutvantes :

V2 4+ -2
1. hm—.
T

z—0

Va?—1+x —1

2. lim
z—1+ vVo—1
n__ .n
3. lim roe na" 1.

r—a T — Q

5.8 Continuité

Définition 5.12. Soit une fonction f : Dy — R et a € Dy. On dit que f
est continue en a si pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que pour tout x € Dy,
|z — a| < & implique |f(x) — f(a)] <e.

De maniere équivalente, la définition se réécrit en : pour tout € > 0, il
existe 6 > 0 tel que f(Dy NV {(a,0)) C V(f(a),€).
Si f n’est pas continue en a € Dy, on dit que f est discontinue en a.

Définition 5.13. Une fonction est dite continue si elle est continue en tout
point de son domaine de définition.

Théoreme 5.14. Soit f : Dy — R une fonction et a € Dy, qui est point
d’accumulation de Dy. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est continue en a;

b) la limite f(x) en a est f(a);

c) pour toute suite (an), d’éléments de Dy, qui tend vers a, la suite

(f(an)) tend vers f(a).

Démonstration. L’équivalence de a) et b), facile, est laissée au lecteur.
L’équivalence de b) et c) se prouve de manieére analogue au théoreme 5.4. [J
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Exercice 93. Montrer que f est continue en a si et seulement si pour tout
€ >0, il existe 6 > 0 tel que f(DfNV(a,0)) C V(f(a),e).

Exercice 94. Soit n > 0. Montrer que dans la définition 5.12, on peut
remplacer “pour tout € > 07 par “pour tout e € (0,7n)”.

Exercice 95. * On considére la fonction f : [0,1] — R suiwvante, due a
Dirichlet :

{0 stz € R\ Q;

= six= g fraction irréductible avec q positif.

On veut montrer que f est continue auz points irrationnels, et discontinue
auz points rationnels.

1) Soit a irrationnel dans [0,1]. Montrer que pour tout € > 0, il n'y a
qu’un nombre fini de g € [0,1] tels que ¢ < % En déduire qu’il existe 6 > 0
tel que V' (a,d) ne contient aucune de ces fractions. En déduire que pour tout
x € V(a,0])N[0,1], | f(z]| <€, et que f est continue en a.

2) Soit a = g rationnel. Alors f(a) = %. Soit € = %. Montrer que pour
tout § > 0, il existe x irrationnel dans Dy N (a —d,a + 5). En déduire que

[f(z) = fla)] > €.

Exercice 96. * (forme indéterminée 1°°) On sait que (1+1/n)" tend vers e
(corollaire 3.26). Montrer que (1+1/n)"™®) tend vers a, a > 0. Montrer que
(1+1/n)"" tend vers +00. Montrer que (141/n)V™ tend vers 0. Indication :
prendre le logarithme. On admettra les propriétés usuelles des fonctions In(x)
et e”.

5.9 Opérations sur les fonctions continues

Théoreme 5.15. Soient f,g des fonctions, de méme domaine et continues
en a. Soit « € R. Alors f+g, af et fg sont continues en a. Si g ne s’annule
pas sur D, alors f/g est continue en a.

Démonstration. Ceci se déduit des théoremes analogue sur les suites, et de
la caractérisation de la continuité par les suites. O

Théoréme 5.16. Soit f,g des fonctions réelles. On suppose que f(Dy) C
Dy, et on peut donc définir g o f. On suppose que f est continue en a, et
que g est continue en f(a). Alors go f est continue en a.
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Démonstration. Soit b = f(a). Soit € > 0. Comme ¢ est continue en b, il
existe § > 0 tel que g(DgNV(b,6)) C V(g(b),e). Comme f est continue en a,
il existe n > 0 tel que f(DyNV(a,n)) C V(f(a),d). Donc f(DyNV(a,n)) C
f(D)Nf(DyNV(a,n)) C DgNV (b, 6). Alors go f(DyNV (a,n)) = g(f(DsN
Via,n) € g(V(b,6) N Dy) C V(g(f(a)),e). O

Exercice 97. Soit f : R — R une fonction telle que }llir%(f(x +h)— f(z—
%

h)) = 0 pour tout x € R. Est-ce que la fonction f est nécessairement conti-
nue ?

Exercice 98. Montrer que la fonction f(x) = { [S)m(ﬁlf) zz i 7_£ 8’ est dis-
continue en 0.

Exercice 99. Montrer que la fonction f(z) = { g Z i 2 g’\(@ n’est
continue qu’en 0.

Exercice 100. Montrer que la fonction f(x) = { gsin(;) iz i f 8’ est

continue en 0.

Exercice 101. Soient f,g: D — R des fonctions.

1. Montrer que max{f,g} = %(f—&—g—l— |f —g|) et que min{f, g} =
3 (f+g—1f =gl

2. On suppose que f et g sont continues en xg € D ; montrer que
max{f,g} et min{f, g} sont aussi continues en xy.

5.10 Maximum et minimum

Théoréme 5.17. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Il existe alors
¢,d € [a,b] tel que Vo € [a,b], f(c) < f(x) < f(d).

On dit que f atteint son minimum et atteint son maximum. L’hypothese
que f est défini sur un intervalle fermé est importante. Pour tous autres
intervalles, le théoreme n’est pas vrai en général; par exemple, la fonction
1/z, définie sur (0, c0).

Démonstration. On considere E = f([a,b]), I'image de f. Alors E est non
vide. Nous montrons que F est borné supérieurement. Par I’absurde : si ce
n’est pas vrai, il existe pour tout n un a, € [a,b] tel que f(a,) > n : donc
la suite (f(a,) tend vers l'infini. Par le théoreme de Bolsano-Weierstrass
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(théoreme 3.34), il existe une sous-suite (by,), de la suite (ay), qui converge
vers une limite ¢ € [a,b]. La suite (f(b,)) est une sous-suite de la suite
(f(ay)). Donc, par le théoreme 3.29, (f(b,)) tend vers l'infini : on obtient
une contradiction avec la continuité de f en ¢, puisque la suite (f(b,)) doit
tendre vers f(¢) par le théoreme 5.14.

Comme E est borné supérieurement, il a un supremum, soit M. Celui-ci
est la plus petite borne supérieure de E. Donc, pour tout n, il existe un
élément de E qui est plus grand que M — 1/n; il existe donc z,, € [a,b]
tel que M —1/n < f(xy,), et on a aussi f(x,) < M : donc la suite (f(z,)
tend vers M. Par le théoréme de Bolsano-Weierstrass, il existe une sous-
suite (yn), de la suite (x,), qui tend vers une limite d € [a,b]. Alors f(yn)
tend vers f(d) (théoreme 5.14). Mais (f(yn)) est une sous-suite de la suite
(f(xyn)); donc (f(yn)) tend vers M (théoreme 3.29). Par unicité de la limite,
f(d) = M. Donc Vz € [a,b], f(z) < f(d).

Pour le minimum, le raisonnement est analogue. O

5.11 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 5.18. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et y un nombre
compris entre f(a) et f(b). Il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =y.

Démonstration. Quitte a remplacer f par — f, on peut supposer f(a) < f(b).
On considere ensemble E des x dans [a, b] tels que f(x) < y. Alors E est
non vide, car a est dans E. De plus, E est borné, car E C [a,b] donc b est
une borne supérieure de E. Soit ¢ = sup(F). Alors ¢ < b, car ¢ est la plus
petite borne supérieure de E. De plus a < ¢ car a € E. Donc ¢ € [a, b].

Nous montrons que f(c) = y. Pour tout n, ¢ — 1/n n’est pas une borne
supérieure de E, donc il existe =, € E] tel que ¢ — 1/n < z,; comme
zn € E, on a x, < c. Alors z, tend vers ¢, donc f(zy) tend vers f(c), et
comme f(x,) <y, par passage a la limite, f(c) < y.

Par l’absurde, supposons que f(c) < y; posons € = y — f(c). Il existe
donc ¢ > 0 tel que f([a,b]NV(c,0)) C V(f(c),€). Comme a < ¢ < b, il existe
x € [a,b]NV (¢, d) tel que ¢ < z (faire un dessin). On a alors |f(x)— f(c)| <,
donc f(z) — f(c) <e =y — f(c), donc f(x) <y, d’on z € E, par définition
de E. Mais ¢ < x : contradiction, car c est une borne supérieure de £. [J]

Corollaire 5.19. 1) L’image d’un intervalle par une fonction continue est
un intervalle.

2) L’image d’un intervalle fermé par une fonction continue est un inter-
valle fermé.
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Démonstration. 1) Cela découle de I'exercice 27 et du théoreme des valeurs
intermédiaires.
2) On utilise 1) et le théoreme 5.17. O

Exercice 102. Montrer que le polynéme z3 — 222 + 1 a une racine dans
Uintervalle (—1,0).

Exercice 103. Montrer qu’un polynéme de degré impair a une racine dans
R. Utiliser la proposition 5.9 et le théoréeme des valeurs intermédiaires.

Exercice 104. Soit a > 0 et n un entier naturel non nul. Montrer que la
fonction f(x) = ™ — a, de domaine [0,00), satisfait f(0) < 0 et f(c) >0
pour ¢ > 0 bien choisi. En déduire que a a une racine n-éme dans [0, 00).

Exercice 105. Donner un exemple de fonction continue définie sur un in-
tervalle ouvert, dont l’image est un intervalle fermé.

5.12 Continuité uniforme

Définition 5.20. Une fonction f : Dy — R est uniformément continue si
pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tous v € Dy, |x—y| < 6 implique

[f(z) = fly)l <e

Ici, 0 ne dépend ni de x ni de y, contrairement & la définition de continuité
en un point.
Exemple La fonction z +— |z| est uniformément continue, car ||z| — |y|| <
|z — yl|, et on peut donc prendre § = e.

Théoreme 5.21. Une fonction uniformément continue est continue.
Démonstration. Laissée au lecteur. O
La réciproque n’est pas vraie, sauf avec une hypothése supplémentaire.

Théoréme 5.22. Toute fonction continue d’un intervalle fermé de R wvers
R est uniformément continue.

Démonstration. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Par l’absurde :
supposons qu'’il existe € > 0 tel que pour tout 6 > 0, il existe z,y € [a, b]
tels que |z —y| < d et |f(x) — f(y)| > €. En choisissant § = 1/n, on trouve
T, Yn, tels que |z, —yn| < 1/n et |f(x,) — f(yn)| > €. Par le théoreme de
Bolsano-Weierstrass (plus précisément ’exercice 62), il existe une suite (k)
strictement croissante d’entiers naturels telle que les deux suites (xg, ) et
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(yk, ) convergent, vers x et y respectivement. On a |zy, — yk, | < 1/kp, donc
par passage a la limite, x = y. Comme f est continue, les suites (f(zx, )) et

(f(yk,,)) convergent, vers f(z) = f(y). Mais I'inégalité | f (2, )) — f (yk, )| = €
donne, par passage a la limite, que |z — y| > € : contradiction. O

Théoreme 5.23. Soit f une fonction uniformément continue et a un point
d’accumulation de son domaine D, avec a ¢ D. Alors la limite £ de f en
a existe, et on peut prolonger f en a en une fonction continue en posant

f(a) =¢.

Démonstration. Nous montrons 'existence de ¢ tel que pour tout suite (zy,)
d’éléments de D, qui tend vers a, la suite f(z,) tend vers £. Le théoreme
découle alors du théoreme 5.14.

Soit donc (zy,) une telle suite. Soit € > 0, et 6 comme dans la définition
5.20. Comme la suite est une suite de Cauchy, il existe N tel que pour tout
n,p > N, on ait |z, —x,| < 6. Alors |f(x,) — f(xp)| < €. Donc (f(xy)) est
une suite de Cauchy. Elle converge donc, vers une limite que nous notons .

Soit (y,) une autre suite qui tend vers a. Il existe donc ¢/, qui est la
limite de la suite (f(yn)). Montrons que ¢ = ¢| en utilisant le corollaire
2.10. Soit € > 0. Il existe § > 0 tel que [z —y| < 0 = |f(z) — f(y)] <
€/3. Comme z, et y, tendent tous deux vers a, que f(z,) tend vers ¢ et
que f(yn) tend vers ¢, il existe N tel que : n > N = |z, —a| < §/2,
lyn — al < 0/2, |f(xn) — ] < €/3, et |f(yn) — ¥'| < €/3. Pour un tel n, on a
[T —yn| = |2n —a+a—yp| <|zp—al+|a—yn| <0/24+3/2 =0, dou
[ F(n)— F(yn)| < €/3; donc |6~ €] = 6= F(wn) + F(n) — F(yn)+ Flgn) €] <
6= f(@n)| + 1 f(@n) = flyn)| + [f(yn) =] < €/3+€/3+€/3=¢ O

Exercice 106. Une fonction est lipschitzienne de rapport k si pour tous
x,y dans son domaine, on a |f(x) — f(y)| < klz —y|. Montrer qu’une telle
fonction est uniformément continue.

Exercice 107. Montrer que la fonction f(x) = sinz est uniformément
continue sur R.

Exercice 108. Montrer que la fonction f(x) = ﬁ est uniformément
continue sur R.

Exercice 109. Montrer que la fonction % n’est pas uniformément continue
sur (0,1], mais qu’elle est uniformément continue sur [1,00).

Exercice 110. Monter que la fonction COS(%) n’est pas uniformément conti-
nue sur lintervalle (0,1).
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5.13 Fonction réciproque

Une fonction f est dite croissante (resp. décroissante) si pour tous x,y
dans son domaine de définition, on a = < y = f(z) < f(y) (resp. f(z) >
f(y)). Elle est dite strictement croissante (resp. strictement décroissante) si
pour tous z,y dans son domaine de définition, on a z < y = f(z) < f(y)
(resp. f(z) > f(y)). Elle est dite monotone si elle est croissante, ou si elle est
décroissante ; enfin, elle est dite strictement monotone si elle est strictement
croissante, ou si elle est strictement décroissante.

Théoréme 5.24. Soit f: I — R une fonction continue strictement mono-
tone, ou I est un intervalle fermé (resp. ouvert non vide) de R. Alors

a) f est une bijection de I vers f(I), f(I) est un intervalle fermé (resp.
ouvert), et la fonction réciproque f=1: f(I) — I existe.

b) f~1 est strictement croissante (resp. décroissante) si f Iest.

c) f~1 est continue.

Il existe une extension de ce théoreme aux intervalles semi-ouverts ; nous
laissons au lecteur le soin de la formuler.

Démonstration. a) f est injective car elle est strictement monotone. Elle est
aussi surjective de I vers f(I). Donc f est une bijection de I vers f(I), et
la fonction réciproque f(I) — I existe.

L’ensemble f(I) est un intervalle, par le corollaire 5.19

1) Si I est fermé, f(I) est un intervalle fermé par le corollaire 5.19.

2) Si I = (a,b) est ouvert, avec a € RU {—o00},b € RU {o0}, posons
¢ = 1inf(f(I)) si cet infimum existe, sinon ¢ = —o0; et d = sup(f(I)) si ce
supremum existe, sinon d = co. Montrons que f(I) = (¢,d), et supposons
f strictement croissante, sans perte de généralité (on peut remplacer f par
—f). On ne peut avoir ¢ € f(I), sinon c € R, c = f(u), u € (a,b), et il existe
alors v € (a,b), tel que v < w et f(v) < f(u) = ¢, contredisant que ¢ est une
borne inférieure de f(I). De méme, d ¢ f(I). Il s’ensuit que f(I) = (¢, d).

b) Nous pouvons supposer que f est croissante et y < ¢/, y,3/ € f(I). Il
existe x, 2’ tels que f(z) =y, f(2') = 3. On ne peut pas avoir z > 2’ car,
[ étant croissante, cela impliquerait y = f(z) > f(2’) = /. Donc z < 2/,
c’est-a-dire f~1(y) < f~1(y'). Donc f~! est strictement croissante.

¢) Nous pouvons supposer que f est croissante. Supposons que I est ou-
vert (le cas I fermé est omis). Donc I = (a,b), f(I) = (¢, d), avec a,b,c,d
comme expliqué en a). Soit yo € f(I). Posons xg = f~(yo) € (a,b), autre-
ment dit, yo = f(z0). Notons n = min(zg — a,b — z¢) > 0. Soit € > 0. Par
I'exercice 94, on peut supposer € < 7. Alors (zg — €, 29 +€) C I. D’apres a),
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f((zo—e€, xo+e€)) est un intervalle ouvert ; il contient yo = f(x¢), donc il est de
la forme (yg — 01,40 + d2) ; on a donc f((xg— €, 20 +¢€)) = (yo — 01, Yo + 02),
et comme f est bijective, f~((yo — 1,50 + 62)) = (zo — € 20 + €). Po-
sons 6 = min(d1,d2). Alors (yo — 4,50 + ) C (yo — 01,90 + d2), donc
fH(yo = 6,50 +9)) € f~H(yo — 01,90 + d2)) = (20 — €20 + ¢). Donc
f~1 est continue en yq. O

Exercice 111. Montrer que si une fonction f est croissante, alors —f est
décroissante.

Exercice 112. Montrer que la fonction x — \/z,RT — R, est continue.

Exercice 113. 1) Sachant que |sin@| < |0| pour tout § € R (ce qu’on peut

montrer géométriquement), montrer que les fonctions sinus et cosinus sont

continues en 0. Indication : pour le cosinus, utiliser la formule cos(x) =
1 — sin®(z) valable au voisinage de x = 0.

2) En utilisant le numéro précédent et les identités trigonométriques
sin(f 4+ ¢) = cos@sin ¢ + cos psinf et cos(d + ¢) = cosf cos p — sinfsin @,
ainsi que cos(f) = sin(mw/2 — @), montrer que les fonctions cosinus et sinus
sont continues sur R.

Exercice 114. * On veut montrer qu’une fonction continue injective est
strictement monotone. Soit donc f : I — R une fonction continue dont le
domaine de définition est un intervalle I.

1) Montrer, en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, que si
x <y <zet soit flx) < fy) > f(z), soit f(x) > f(y) < f(z), alors f
n’est pas injective.

2) On suppose f injective. Déduire de 1) que si a < b < ¢ < d et
f(b) < f(c), alors f(a) < f(b) et f(c) < f(d).

3) En déduire que s’il existe x,y € I tels que x < y et f(x) < f(y), alors
f est strictement croissante.

4) Que se passe-t-il lorsque Dy est la réunion de plusieurs intervalles ¢
Exemple : la fonction 1/22.

6 La dérivée
6.1 Dérivée d’une fonction en un point

Définition 6.1. Soit f : Dy — R une fonction et a € Dy un point d’ac-
cumulation de son domaine Dy. On dit que f est dérivable au point a si
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la limite lim existe. On note f'(a) cette limite, et on l'appelle la

T—a
dérivée de f en a.

Si tout point du domaine en est un point d’accumulation, et si f est
dérivable en tout point de son domaine, on dit que f est dérivable. Dans ce
cas, la dérivée est une fonction f': Dy — R.

f(x)—f(a)

Notez que si D est une réunion d’intervalles, alors I’hypothese sur les
points d’accumulation est satisfaite (exercice 90).
On dit aussi différentiable au lieu de dérivable.

Exercice 115. Soit f : R — R la fonction donnée par f(z) =
{w%in(i), r#0

0 el Montrer que f est dérivable sur R et trouver f'(0).

Exercice 116. Trouver une fonction continue R — R qui est dérivable
partout sauf aux points 0,1,2,...,n

6.2 Tangente

Supposons que x # a. La quantité w est la pente de la droite qui
passe par les deux points (a, f(a)) et (z, f(x)) sur la courbe représentant
la fonction f. Une telle droite s’appelle une sécante a la courbe. Lorsque z
s’approche de a, on “voit” que la sécante “s’approche” de la tangente a la
courbe au point (a, f(a). C’est pourquoi on dit que f'(a) est la pente de la
tangente a la courbe au point (a, f(a)).

6.3 La dérivabilité implique la continuité

Théoreme 6.2. Si une fonction est dérivable en un point, elle est continue
en ce point.

Démonstration. On a f(z) = f(a) + (z — a) x f(x)_f(a) . Si f'(a) existe, on
déduit que la limite de f(z), quand = tend Vers a est f(a). Donc f est
continue en a (theorem 5.14). O

6.4 Opération sur les fonctions dérivables

Théoreme 6.3. Soient f,g : D — R des fonctions dérivables en a, point
d’accumulation de D, et o un réel.

a) af et f+ g sont dérivables en a, et (af) (a) = af'(a), (f +g)(a) =
f'(a) +g'(a);
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b) fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g' (a) (formule de
Leibniz) ;

¢) si g ne s’annule pas sur D, f/g est dérivable en a est (f/g)'(a) =
f’(a)g(;za—)g(@)g’a) ]

(f9)(x)=(fg)(a) — f(@)g(z)=f(a)g(a) —

Démonstration. b) On a — = =
f(w)g(w)—f(a)g(witi“(a)g(fr)—f(a)g(a) - f(fr) f( g(z) + fla )g(wx ga) Comme g
est continue en a, et que f,g sont derlvables en a, la limite quand = tend
vers a de cette quantité est f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

¢) Suposons d’abord que f(z) = 1, et il s’agit donc de calculer la dérivée
(1/9)(x)—(1/g)(a) _ 1/g(x)-1/g(a) _ 1  g(z)—g(a) . dont

z—a z—a g(z)g(a) z—a

enadel/g. On a

la limite est ;?;(2), quand z tend vers a.

Le cas général se déduit facilement de ce cas particulier et de la formule
de Leibniz. O

Corollaire 6.4. Si f ne s’annule pas sur Dy et si elle dérivable en a, alors

1/f est dérivable en a et (1/f) (a) = },{;()02)

Théoréme 6.5. (régle de la chaine) Soit f : Dy — R, dérivable en a, point
d’accumulation de Dy, et g : Dy — R telle que f(Dy) C Dy (donc go f
est définie); on suppose que f(a) est un point d’accumulation de D, et
que g est dérivable en f(a). Alors go f est dérivable en a et (go f)(a) =

g9'(f(a))f'(a) = (g o f)(a)f'(a).
Démonstration. On définit h : D, — R par
hy) = {g(”;_?((ﬁ%“” —g(fl@) siy# fla)
0 siy = f(a)

Comme g est dérivable en f(a), on a lil}r(l : h(y) = 0, donc h est continue en
y—f(a

f(a). Par suite ho f est continue en a (théoreme 5.16), et ligl hof(x) =0.0n
r—a

a h(y)(y—f(a)) = g(y)—g(f(a)) —g'(f(a))(y— f(a)). Avecy = f(z), ¢anous
donne h(f(x))(f(x) = f(a)) = g(f ( ) —9(f(a)) —g'(f(a))(f(x) = f(a)). Par
suite L2/ (@)=g0f(@) _ h(f(x)) f@)=f(a) +d(f(a ))M Quand z tend vers

f
r—a r—a
a, le membre droit tend vers ¢'(f (a)) '(a), et on obtient le théoréme. [

Exercice 117. Sachant que les fonctions constantes, et la fonction z, sont
dérivables (ce qu’on démontrera), montrer que tout polynéme est une fonc-
tion dérivable, ainsi que toute fraction rationnelle (= quotient de deuz po-
lynomes) sur son domaine de définition.
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Exercice 118. Montrer que f™ est dérivable, si f est dérivable, et calculer
la formule (récurrence sur n); méme chose pour n < 0, en supposant que f
ne s’annule pas.

Exercice 119. Montrer que la composée de n fonctions dérivables est une
fonction dérivable, et calculer la formule de dérivation (récurrence sur n).

Exercice 120. Montrer que si f,g sont deux fois dérivables (c’est-a-dire,
leurs dérivées sont dérivables), alors leur composée aussi, et calculer la for-
mule.

Exercice 121. On définit par récurrence fo(z) = = et fnii(z) = (@),
Calculer la dérivée des fp,. Indication : la dérivée de e* est e®.

6.5 Fonction réciproque

Théoréme 6.6. Soit f : (a,b) — R une fonction continue strictement
monotone (donc f(a,b) est un intervalle ouvert et la fonction réciproque
f~1: f((a,b)) — R est continue, théoreme 5.24). Si yo = f(x0) € f((a,b))
est tel que f est dérivable en xqo et f'(xo) # 0, alors f~1 est dérivable en 1o

et (f7) (yo) = 1/f"(x0) = 1/ (' (%0))-

. . . — . . 1

Démonstration. Posons F(x) = % si x # wo, et F(xg) = gy O

a alors lim F(z) = -7£—. Donc F est continue en xg. Donc F o f~! est
T—T0 I (o)

continue en o, ce qui implique que lim Fo f~1(y) = Fof~1(yy) = F(xg) =
Y—Yo
. _ _ . _ —1 _fr—1
Py car im £ (y) = £ (yo) = o Mais F o f~(y) = T-0=f00),
d’oti le théoreme. O

Exemple La fonction z — y = 2™ (n > 0 entier naturel), de (0,00) dans

lui-meéme, satisfait aux hypotheses. La fonction réciproque est y — /gy =

y'/m =z, dont la dérivée en y est (I}L)/ = m_,ll,l = %((yll/n))”*1 = %yl/"*l.

Exercice 122.

Montrer que la fonction f : (—=5,5) — R donnée par f(r) = tanz est

bijective. Montrer de plus que sa réciproque arctanx := f~1(x) est dérivable,

et qu’elle vaut 1-&-%

Exercice 123. 1) Sachant que |0] < |[tan 6| pour 0 € (=%, %) (ce qu’on peut
montrer par un arqument géométrique), montrer, en utilisant le théoréme
sin x
=1.

des gendarmes et l’exercice 113, que lim
z—=0 X
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En déduire que la dérivée de sin(z) en 0 existe et vaut 1. Puis que celle
de cos(x) en 0 est 0. Indications : utiliser les théorémes 6.5 et 6.0.

2) A Uaide des identités trigonométriques (voir Uezercice 113), montrer
que les fonctions sinx et cosx sont dérivables.

6.6 Extrema

Définition 6.7. Un maximum (resp. minimum) local d’une fonction f :
D — R est un point a € D tel qu’il existe § > 0 tel que Vx € DN(a—6,a+0),
7(@) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).

Un extremum local de f est un maximum local, ou un minimum local,

de f.

Théoréme 6.8. (Fermat) Soit f : (a,b) — R une fonction. Si f a un
extremum local xg € (a,b), et si f est dérivable en xq, alors f'(xo) = 0.

Démonstration. Supposons que l'extremum soit un maximum. Il existe donc
d > 0 tel que Vo € (9 — 0,20 + 0), f(x) < f(z0). On en déduit que pour
x € (xg—90,20), 0n a %ﬂ)xo) > 0. Il s’ensuit que la limite a gauche, quand
x tend vers xg, de cette quantité, est > 0. De maniere analogue, la limite a
droite est < 0. Donc, par le théoreme 5.6 , la limite est nulle; c’est-a-dire
f(z0) =0

Pour un minimum, c¢’est analogue, ou alors on utilise — f. O

L’interprétation géométrique, avec la sécante, de ce résultat, est parti-
culierement frappant.

Exercice 124. * Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable. Si f'(a) <
0 < f'(b) (resp. f'(a) > 0 > f'(b)), montrer qu’il existe x € (a,b) tel que
f(x) = 0. Indications : f posséde un minimum (resp. un mazimum) dans
[a,b]. Montrer que si f'(a) < 0 < f'(b), alors le minimum doit étre dans
dans (a,b) : s’il est en a, il y a d’aprés Uhypothése des x proches de a tels
que f(z) < f(a), contradiction. Utiliser le théoréme 06.8.

6.7 Théoréme de Rolle

Théoréme 6.9. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, avec a < b,
dérivable en tout point de (a,b). Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ € (a,b) tel
que f'(c) = 0.

Démonstration. Par le corollaire 5.19, f([a,b]) = [m, M]. Si m = M, alors
[ est constante, et par suite f'(¢) = 0 pour tout ¢ dans (a,b). Sinon, on
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am < M, et on doit avoir soit m < f(a), soit f(a) < M. Supposons
qu'on ait le deuxieme cas. Il existe ¢ € [a,b] tel que M = f(c). Comme
fla) = f(b) < f(c),onacé€ (a,b). Comme f(c) > f(z) pour tout = € (a,b),
¢ est un maximum local. Par le théoreme 6.8, f’(¢) = 0. Le premier cas est
analogue. O

Exercice 125. Soit f : [a,b] — R une fonction, avec a < b, dérivable en
tout point de (a,b). On suppose qu’il y a deux racines r < s de l’équation
f(x) =0, mais qu’il n’y en a pas dans lintervalle (r,s). Montrer que dans
Uintervalle (1, s), il y a au plus une solution de l’équation f(x) = 0.

En déduire que l'équation 2x* — 322 4+ k = 0 a au plus une solution dans
Vintervalle (0,v/3/2).

6.8 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 6.10. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, avec a < b,

.. . . _ f(b)—f(a
dérivable en tout point de (a,b). Il existe ¢ € (a,b) tel que f'(c) = %
ou, de maniére équivalente f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Ce théoreme a aussi une interprétation géométrique, ainsi que le
théoreme de Rolle, qu’il généralise, et utilise dans sa preuve.

Démonstration. On applique le théoreme de Rolle & la fonction f(x)— f(a)—
f(bk))*f(a) (z — a). O

—a
Corollaire 6.11. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, dérivable en

tout point de (a,b). Si f'(xz) >0 (resp. f'(xz) < 0) pour tout x € (a,b), alors
f est strictement croissante (resp. décroissante).

Démonstration. Si x,y € [a,b], x < y, alors il existe ¢ € (z,y) C (a,b) tel
que f'(c) = TW=I@ g5 #(0) > 0, alors f(z) < f(y). 0

Yy—x
Corollaire 6.12. Soit f : [a,b] — R une fonction, dérivable en tout point
de (a,b). Si f'(x) = 0 pour tout x € (a,b), alors f est constante.

Démonstration. Si x,y € [a,b], x < y, alors il existe ¢ € (x,y) C (a,b) tel
que f'(c) = FW)=1@) pope f(z) = f(y). O

Yy—x

Exercice 126. Montrer que si deux fonctions ont méme dérivée, alors leur
différence est une fonction constante.
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Exercice 127. Montrer que l’équation cos x = x> posséde exactement deux
solutions.

Exercice 128. * Montrer qu’une fonction dérivée satisfait au théoréme des
valeurs intermédiaires (théoreme de Darboux). Indication : utiliser l’exer-
cice 124.

Exercice 129. Soit f : [a,b] — R wune fonction continue sur [a,b] et
dérivable sur (a,b). Si f'(x) # 0 pour tout x € (a,b), montrer que soit f’
prend seulement des valeurs strictement positives dans (a,b), soit elle prend
seulement des valeurs strictement négatives dans (a,b). En conclure que f
est strictement monotone. Indication : utiliser l’exercice 12/ et appliquer le
corollaire 6.11.

6.9 Théoreme de la moyenne de Cauchy

Théoréme 6.13. Soient f,g : [a,b] — R des fonctions, avec a < b,
dérivables en tout point de (a,b), avec ¢'(x) # 0 pour tout x € (a,b). Il

; fO)=f(a) _ f'(e)
existe ¢ € (a,b) tel que 90 —g(a) = 70"

Démonstration. D’aprés le théoréme de Rolle g(a) # g(b). On applique le

théoreme de Rolle a h(z) = f(z) — f(a) — Zg £(a (9(x) — g(a)). O

6.10 Formule de Taylor avec reste de Lagrange

Lorsqu’une fonction est dérivable sur son domaine de définition, on ob-
tient la fonction dérivée f’ de méme domaine. On peut continuer ainsi, et
on définit la dérivée seconde f", ..., la dérivée n-éme. Notation : f(™. Si
celle-ci existe, on dit que f est n fois dérivable. Notez que f(©) signifie f.

Théoréme 6.14. Soit n > 1, deux nombre réels a < b, et f : [a,b] = R
une fonction continue, n — 1 fois dérivable sur [a,b], et n fois dérivable sur
(a,b). Il existe alors ¢ € (a,b) tel que

k=n—1 )

Z f®a —k = /")

Notez que pour n = 1, c’est le théoreme des accroissements finis
(théoréme 6.10).

(b—a)"

n!
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Démonstration. Définissons h € R tel que

(b—a)” k=n—1

k
- S - @

Considérons la fonction de la variable =z € [a,b] : F(t) = f(b) —
z IO Y

La fonction F' est continue sur [a,b], dérivable sur (a,b), et on a

F(a) = f(b) — z*1f<k><a><";?>'“ — Oy = 0, et F(b) = f(b) —

k=n—1
S fm (x)% B G )1 b) h = 0, en tenant compte du fait que le terme
k=0

pour k = 0 dans F est f(x).

On peut donc appliquer le théoreme de Rolle (théoreme 6.9) : il existe
k=n—1
¢ € (a,b) tel que F'(¢) = 0. On a F'(z) = — > f(’”l)(x)% -

k=0
k=n—1

T k—1 —p)n—1 n —g)n—1 —p)n—1
3O - () = @) T+ G
Comme F'(¢) = 0, on obtient que £ (¢) = h. En remplacant h par f(™(c)
dans (4), on obtient le théoreme. O

Exercice 130. Ecrire la formule de Taylor pour la fonction sin(x), avec
n==6,a=0etb>0. En déduire que sin(b) < b — %—i—% sibe (0,m].

Exercice 131. Calculer les limites suivantes :

x
1. lim :
z—0 tanz ’

cos?zxr —1

2

2. lim
r—0 €T

Exercice 132.

Donner une formule pour la dérivée n-éme de la fonction f(x) = xsinx.

6.11 Regle de I’'Ho6pital

Théoréme 6.15. Soient f,g deux fonctions dérivables sur (a,b), ou a € R
oua=—00, etb €R oub=00. Soit zyg = a ou b, ou zy € (a,b). On suppose
que :
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a) lim f(z)= xlirgl g(x) =0 (resp. =00);

T—T0

b) g(w),}({’(m) # 0 pour tout x € (a,b) ;

c) xlgélo g,((f:; =l eRU{—00,00}.
Alors lim &) — ¢
z—azo 9(2)
Démonstration. O

7 Topologie de R

7.1 Ouverts

Définition 7.1. Soit E C R. Un point x de E est appelé point intérieur de
E s’il existe 6 > 0 tel que (x — 0,z + ) C E. On note int(E) 'ensemble
des points intérieurs de E, et on l'appele l'intérieur de E. Un ensemble est
dit ouvert s’il est égal a son intérieur; autrement si touts ses points sont
intérieurs.

Théoréme 7.2. (i) ) et R sont des ouverts.
(i1) Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.
(11i) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Démonstration. (i) Tous les points de l’ensemble vide sont des points
intérieurs (car () n’a pas de points).

Pour tout x € R, (x — 1,2+ 1) C R, donc x est un point intérieur de R.

(ii) Soient {Ej;,i € I} un ensemble d’ouverts de R. Posons £ = J;c; E;.
Soit x € E. 1l existe alors i € I tel que z € E;. Alors x est un point intérieur
de E;. Il existe donc 6 > 0 tel que (x—4d,2+0) C E;. Donc (x —6,2+9) C E,
et x est un point intérieur de E.

(iii) Une récurrence facile permet de se ramener a I'intersection de deux
ouverts. Soit donc F, E’ deux ouverts de R. Soit x € ENE'. Alors x € E
et x € E'. Donc z est un point intérieur de E, et de E’. Il existe donc
d>0etd >0tels que (x —d0,2+0) C Eet (x—4d,2+40¢) C E. Alors
(x —A,z+ A) C ENEFE’, si on pose A = min(d, ). O

Exercice 133. Montrer que x est un point intérieur de E si et seulement
s’il existe 0 > 0 tel que [xr — 6,z + 6] C E.

Exercice 134. Montrer qu’un intervalle ouvert est un ouvert.

Exercice 135. Faire le raisonnement par récurrence de la partie (iii) de la
preuve du théoréeme 7.2.
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7.2 Fermés

Définition 7.3. Un sous-ensemble de R est un fermé si son complémentaire
R\ E est ouvert.

Théoréme 7.4. (i) ) et R sont des fermés.
(ii) Une intersection quelconque de fermés est un fermé.
(11i) Une réunion finie de fermés est un fermé.

Démonstration. (i) Leurs complémentaires sont R et (), qui sont ouverts.
(ii) Pour un sous-ensemble E de R, notons F son complémentaire. Soient
E;,i € I des fermés de R. Comme E; est ouvert, |, ; F; est ouvert (théoreme

7.2 (ii)). Mais on a
NE =|JE:.
i€l i€l

el

e

Donc ;¢ E; est ouvert. Donc ();c; E; est fermé.
(iii) On peut se ramener a deux fermés, par une récurrence facile. Soient
donc E, F des fermés. Donc E, F sont ouverts. Donc E N F est ouvert

(théoreme 7.2 (iii)). Comme (EUF) = ENF, (EUF) est ouvert. Donc
E UF est fermé. O

Théoréme 7.5. Un ensemble est fermé si et seulement s’il contient tous
ses points d’accumulation.

Démonstration. Supposons que E soit fermé. On sait que F = R\ E est
ouvert. Soit x un élément de F. Il existe 6 > 0 tel que (z — §,z 4+ J) C F,
et par suite (z — J,x + §) ne rencontre pas F; donc x n’est pas un point
d’accumulation de E. Donc tout point d’accumulation de F est dans F.
Réciproquement, supposons que F contienne tous ses points d’accumu-
lation. Donc pour tout x € F, x n’est pas un point d’accumulation de E'; il
existe donc § > 0 tel que E ne rencontre pas V'(z,d); comme z € F, FE ne
rencontre pas V(z,0), et donc V(x,0) C F'; F est donc ouvert. O

Corollaire 7.6. Un ensemble E est fermé si et seulement si la limite de
toute suite convergente d’éléments de E est dans E.

Démonstration. Supposons que la limite de toute suite convergente
d’éléments de e est dans E. Tout point d’accumulation de E est la limite
d’une suite dont tous les termes sont dans F. Donc la condition du corollaire
implique, avec le théoreme, que E est fermé.
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Réciproquement, supposons F fermé. Soit (z,,) convergeant vers z, x,, €
E pour tout n. Si x ¢ E, alors x n’est pas un point d’accumulation de FE,
par le théoreme. Donc il existe € > 0 tel que (z — €, z+¢€) ne rencontre pas E.
Or il existe n tel que |x — x| < €. Comme z,, € E, on a une contradiction.
On doit donc avoir = € F. O

Exercice 136. Montrer qu’un intervalle fermé est un fermé. Montrer que
(—00,b], [a,00) sont fermés (a,b € R).

Exercice 137. On considére le sous-ensemble E = {0} U{X | n € N*} de
R. Montrer qu’il est fermé.

Exercice 138. Montrer que si F est fermé et borné, alors son supremum
est dans F.

Exercice 139. * Soit (a,,) une suite. Soit L ’ensemble des limites des sous-
suites convergentes de la suite (ay). Montrer que L est fermé.

7.3 Adhérence et frontiere

Définition 7.7. Soient E C R et x € R. On dit que x est un point
d’adhérence de E si pour tout 6 > 0, V(x,d) rencontre E.

On appelle adhérence de E [’ensemble de ses points d’adhérence. Nota-
tion : E.

Théoreme 7.8. Un point d’adhérence de E soit est dans E, soit est un
point d’accumulation de E, et vice-versa. Autrement dit : E = EUE’, ot
E' est ’ensemble des points d’accumulation de E.

Notez que la réunion n’est pas disjointe en général : il peut y avoir des
points de E qui sont des points d’accumulation de E.

Démonstration. Si x est un point d’adhérence, alors pour tout § > 0, V(z, 0)
rencontre F. Si z n’est pas un point d’accumulation, il existe § > 0 tel que
E ne rencontre pas V'(x,0) ; dans ce cas on doit avoir x € F.
Réciproquement, tout élément de E est un point d’adhérence. Et tout
point d’accumulation de E est aussi un point d’adhérence. O

Théoréme 7.9. R\ E = int(R\ E).
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Démonstration. C : soit x € R\ E; alors z n’est pas adhérent & E, donc il
existe > 0 tel que E ne rencontre pas V(z,d); donc V(z,d) C R\ E, et
par suite z € int(R\ E).

D :soit z € int(R\ E). Alors il existe § > 0 tel que V(x,d) C R\ E; donc
E ne rencontre pas V(z,0), et x n’est pas un point d’adhérence de E. [

Corollaire 7.10. E est fermé et int(E) est ouvert.

Démonstration. 11 suffit de prouver la deuxieme assertion, par le théoreme
7.9.

Si z € int(F), il existe § > 0 tel que V(x,d) C E. Alors, pour tout
yeV(x,0/2),V(y,6/2) C V(x,0) C E, donc y € int(E). Donc V(x,6/2) C
int(F), ce qui prouve que int(E) est ouvert. O

Définition 7.11. La frontiere de E est (E) = E \ int(E).
Proposition 7.12. 9(E) = ENF, ou F est le complément de E.

Démonstration. 1l suffit de montrer que F' = R\ int(FE).
Siz € R\ int(E), alors x ¢ int(E). Soit 6 > 0 quelconque. Alors V(z, 9)
n’est pas contenu dans E. Donc V(z,d) rencontre F. Par suite, v € F.
Réciproquement, si z € F, alors pour tout § > 0, V(z,d) rencontre F.
Donc aucun V(z,d) n’est pas contenu dans E. Donc x ¢ int(E). Par suite
x € R\ int(E). O

Exercice 140. Montrer que l’adhérence de E est égal a ’ensemble des li-
mites des suites convergentes d’éléments de E.

Exercice 141. Montrer qu’un sous-ensemble de R est dense dans R si et
seulement si son adhérence est égale a R.
7.4 Compacts

Définition 7.13. Un sous-ensemble K de R est dit compact si de toute suite
d’éléments de E on peut extraire une suite convergente vers un élément de

E.
Théoreme 7.14. K est compact si et seulement si K est fermé et borné.

Démonstration. Supposons K fermé et borné. Soit (a,) une suite telle que
Vn,a, € K. Comme K est borné, la suite est bornée. D’apres le théoreme
3.34, elle possede une sous-suite convergente. La limite de celle-ci est dans
K car K est fermé (corollaire 7.6). Donc K est compact.
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Supposons que K ne soit pas borné. Il existe alors une suite qui tend vers
400. Donc toute sous-suite tend aussi vers +co. Donc K n’est pas compact.
Supposons que K ne soit pas fermé. Il existe alors une suite convergente
d’éléments de K dont la limite n’est pas dans K (corollaire 7.6). Donc toute
sous-suite tend aussi vers cette limite. Donc K n’est pas compact. O

Exercice 142. Quels sont les intervalles compacts ¢

Exercice 143. Montrer que l’ensemble des termes d’une suite convergente,
auquel on ajoute sa limite, est compact.

7.5 Théoréme de Heine-Borel

Définition 7.15. Un recouvrement d’un ensemble K est une famille (U;);ecr
d’ensembles telle que K C J;c; Ui On dit qu’il est fini si I est fini. Un
recouvrement extrait (ou un sous-recouvrement) du précédent est un recou-
vrement de la forme (Uj)jes, ou J C I.

Un recouvrement par des ouverts de E est un recouvrement tel que
chaque U; est un ouvert de R.

Théoreme 7.16. Un ensemble K est compact si et seulement si de tout
recouvrement par des ouverts de K, on peut extraire un recouvrement fini.

Démonstration. Si K n’est pas borné, alors ((—n,n))nen est un recouvre-
ment par des ouverts de K, dont on ne peut extraire aucun recouvrement
fini.

Si K n’est pas fermé, il a un point d’accumulation ¢ K (théoreme 7.5).
Alors (R\ [z — J, 2 + 6])5>0 est un recouvrement de K par des ouverts, dont
on ne peut pas extraire un recouvrement fini.

Supposons maintenant que K est compact; donc K est fermé et borné
(théoreme 7.14). Soit O = (U;)ier un recouvrement de K par des ouverts.
Par I’absurde supposons qu’il n’ait pas de sous-recouvrement fini. Comme K
est borné, il existe un intervalle fermé [a, b] qui contient K. Soit m le milieu
de cet intervalle. Clairement O est aussi un recouvrement de K N [a,m]
et de K N [m,b]. Comme K est la réunion de ces deux ensembles, I'un au
moins n’a pas de sous-recouvrement fini. On répete cette dichotomie, et on
trouve donc une suite croissante a, et une suite décroissante b, telle que :
1) ap = a,bp = b; 2) by, —ay, = (b—a)/2™; 3) O est un recouvrement de
E N [ap,by] qui n’a pas de sous-recouvrement fini.

Comme a,, et b, sont des suites monotones bornées, elles ont chacune
une limite, et par 2), c’est la méme limite, soit ¢. Par 3), qui implique que
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E N [an, by] est non vide, il existe e, € E N [ay,by,]; par le théoréme des
gendarmes, e, tend aussi vers . Comme FE est fermé, ¢ € E (grace au
corollaire 7.6). Comme O est un recouvrement de E, il existe ¢ € I tel que
U = U; contient £. Comme U est ouvert, il existe 6 > 0 tel que V' (¢,6) C U.
Choisissons n tel que b, —a,, = (b—a)/2™ < §. Puisque ¢ € [a,, b,] (parce que
pour tous p > n,e, € [ap,by] C [an,by], cette derniere inclusion découlant
de ap > an, by, < by, et en utilisant le passage a la limite quand p — 00),
onall —ay =40—a, < b, —a, <J et de méme, |b, —¢| < J. Donc
[an,by] C V(£,0) C U. Donc E N [an, by] C U, et cela contredit 3). O

8 Solutionnaire (esquisses)

1 Non, non, non.

2 Montrons d’abord que a > b < —a < —b. En effet, a > b implique par
(1) que a + (—a) > b+ (—a), donc 0 > b — a. Par (1) encore, on obtient
0+ (=b) >b—a+ (-=b), donc —b > —a. L’implication inverse se démontre
de maniere analogue.

Supposons maintenant que z,y,a € R,z < y,a < 0. Alors (—a) > 0, ce
qui par (2) implique que (—a)z < (—a)y. Par la regle des signes on obtient,
—ax < —ay. Donc par ce qui précede, ax > ay.

3

— On remplace dans (2) x,y,a par 0, z, .

— Dans ce qui précede, on remplace x par 1.

— Si on avait z7! < 0, on obtiendrait par (3) que 1 = xz~! < 0z~ = 0.

— Siz <y, cela découle de (1) : on a za < ya donc za < ya. Si z =y,
on a xa = ya donc x < ya.

— Sia =0, on a xra=ya, donc za < ya. Supposons maintenant a > 0.
Siz <y, cela découle de (2). Si z =y, on a za = ya, donc za < ya.

— Sia =0, on a xra=ya, donc za > ya. Supposons maintenant a < 0.
Si xz <y, cela découle de (3). Si z =y, on a za = ya, donc za > ya.

4

— Par transitivité de I'inégalité, on a a < c¢. Si on avait a = ¢, alors
a<betb<a,donca=>b, ce qui n’est pas.

— Par (1),onaz+2' <y+a’.Siz' <y ,onapar (1), y+2' <y+y,
donc x + 2’ < y + ¢ par ce qui précede. Si par contre ' = o/, alors
z+a'<y+=y+vy.

— Si z < y, on vient de le voir. On peut donc supposer = = y; par
lexercice 3, x + o' <z +y =y +7v.

— Remarquons qu’il découle de (2) que le produit de deux réels stric-
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tement positifs est strictement positif. Ceci prouve ce qu’il faut
démontrer dans le cas ot a = 0 et dans le cas o ¢ = 0. Nous pouvons
donc supposer que a,c > 0. Alors par (2), on a ac < ad < bd.

— Supposons que a < b et ¢ < d; ce cas découle de ce qu’'on a vu plus
haut. Si a = b, alors par I'exercice 3, ac < ad = bd. Si ¢ = d, alors de
meéme, ac < bc = bd.

5 Récurrence sur n. Cas de base n =1 : évident. Si x1 + -+ xpy1 = 0,

alorssoita=xz1+---+ax, et b=x,41;0naalorsa+b=0.Sia >0, alors
en ajoutant b, on trouve a+b > b > 0, donc a + b > 0 : contradiction. Donc

a = 0. Par hypotheése de récurrence, les x; sont nuls, pour i = 1,...,n; donc
Tn+1 = 0 aussi.

7 Faux.

8 (0,1).

9 Infimum : 0; supremum et maximum : 1; pas de minimum.

10 A : Vinfimum est 0, le supremum est 1. B : Uinfimum est 0, le supre-
mum est 3/2.

11 Par hypothese, il existe x € AN B. Comme inf(A) est une borne
inférieure de A, et que z € A, on ainf(A) < x. Symétriquement, x < sup(B).
Donc inf(A) < z < sup(B).

12 1. inf(A) est une borne inférieure de A, donc de AN B; celui-ci étant
non vide, a un infimum, qui est > inf(A); de méme il est > inf(B).

2. A=1{0,2}, B = {1,2}.

13 1. Tout y € B est une borne supérieure de A; donc, A, B étant non
vides, A a un supremum, qui est le minimum de ses bornes supérieures, et
donc sup(A) <y, Yy € B.

2. Donc sup(A) est une borne inférieure de B, et par suite, inf(B) existe
et sup(A4) < inf(B).

14 Soit z € AN B alors inf(A) < z < sup(B).

15 E = (—1,3), donc inf(E) = —1,sup(E) = 3.

16 C’est parce que 2 = (r + \/i) — r n’est pas rationnelle, et que la
somme de deux rationnels est rationnelle.

17 Aucune somme de 1 plusieurs fois avec lui-méme n’est nulle (exercice
5). Maintenant, si deux sommes distinctes donnaient le méme résultat, on
trouverait que leur différence est nulle, et ¢a contredirait ce qu’on vient de
voir. Donc 7 : N — R est injective.

2. Supposons i(n) = i(p), n,p € Z. On peut supposer n < p. On a
i(p —n) =0, donc par la premiere partie, n —p =0, car p —n € N.

3. On a pour tous a,b € Z, i(a+b) = i(a) +i(b) et i(ab) = i(a)i(b). Cela
se prouve d’abord pour a,b € N par récurrence, Puis on 1’étend a tout Z en
utilisant la regle des signes. On en déduit i(a — b) = i(a) — i(b).
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4. Supposons que i(p/q) = i(p'/q’). Alors i(p)i(q)~! = i(p')i(¢’) !, donc

i(p)i(q") = i(p)i(q)-Done par 3, i(pq’ — p'q) = i(pd') —i(p'q) = i(p)i(qd) —
i(p')i(q) = 0; donc par 2, pg’ — p¢’ = 0; par suite, dans Q on a pg’ = pq’ et
pla=7v/q"

18 Si x > 0, alors  + (—x) > 0+ (—xz) (par l'exercice 3), donc —z < 0,
donc —z < z, et |x| = = max(z, —z). L’autre cas est analogue.

19Siz>y,alorsx+y+ |z —yl=z+y+z—y =2z, dont la moitié
vaut x = max(x,y). L’autre cas est symétrique.

20 Pour n = 1, c’est évident. Supposons que c’est vrai pour n > 1, et
montrons-le pour n + 1 : on a |x; + xo + -+ + Tpy1| = |21 + 22+ -+ +
Tn + Tpt1] < |1 + 22 + - + xy| + || (par Pinégalité du triangle)
< |z1| + |x2| 4+ -+ - + |xn| + |xnt1| par hypothese de récurrence.

21 Supposons que E' = {|z|,x € E} soit borné. 1l existe alors M tels
que Ve € E||z| < M;ona —-M < —|z| <z < |z|] < M;donc E a la borne
inférieure —M et la borne supérieure M : E est borné.

Réciproquement, si F/ est borné, il existe a,b tels que Ve € F, a < x <
b; alors |z| = max(z,—z), et donc |x| < max(b,—a), qui est une borne
supérieure de E’, lequel a 0 pour borne inférieure.

27122 On a, 1pour to;lt+?’entier natugr:ign : |2213 -1 < 53 & —55 <
a3 1 <3 e S5 <3< 5 & 2m-3<-BWl<2n+3 &
2n > —984et —2n < —978 & 2n > 978 & n > 489. On peut prendre
N =489, ou n’importe quel nombre plus grand que 489.

23 1l existe n entier plus grand que 1/e.

24 Si z = 0, on obtient le résultat par anti-symétrie de I’égalité. Si z > 0,
il existe pour tout € > 0 un entier n tel que z/n < € (variante de I’exercice
23). Alors ’hypothese implique que 0 < y — 2 < z/n < ¢, donc le corollaire
2.10 implique que y — x = 0.

25 S8i k=0, alors p=m, p < x etz <p, donc x = p est entier, et on
prend n = .

Supposons que le résultat est vrai pour k > 0, et prouvons-le pour k£ + 1.
Supposons donc p —m = k+ 1. Siax > m+1,alors m+1 <z <p
et p— (m+ 1) = k, d’ou l'existence de n par hypothese de récurrence. Si
r <m+1, on prend n = m.

26 On a g = |a/b] < a/b < q+ 1, donc, en mutipliant par b (qui est
> 0), que bqg < a < bq + b. Ceci implique 0 < a — bg et a — bg < b. On pose
r=a — bq.

Si a,b sont entiers, alors a — bg aussi.

27 Si I = [a,b], alors I = {z € R,a < z < b}. Donc, si z,z € I et
r<y<zalorsa<zr<y<z<b doua<y<betenfiny € I. Les huit
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autres cas d’intervalles sont analogues.

Réciproquement, supposons que I C R et que Vz,y,z € R, x <y < z
et x,z € I,onay €l Silestvide, on al = (0,0), qui par définition est
un intervalle. Supposons donc I non vide. Par le théoreme 2.4, b = sup(])
existe si I a une borne supérieure; si I n’en a pas, posons b = oco. Par le
théoreme 2.5, a = inf(I) existe si I a une borne inférieure; si I n’en a pas,
posons a = —oo.

Montrons d’abord que (a,b) C I. Soit y € (a,b). Si a = —o0, I n’est
pas borné inférieurement et il existe x € I tel que = < y; si a est réel, alors
a = inf(I), donc comme a < y, y n’est pas une borne inférieure de I et il
existe aussi un tel x. Symétriquement, il existe z € I tel que y < z. Alors,
par hypothese sur I, y € 1.

Notons aussi [a, b] U'intervalle quand a = —oc0 ou b = 0o ; par exemple
[—o0, 1] désignera (—oo, 1]. Avec ces notations, montrons que I C [a, b]. Soit
y € I. Alors, par construction de a et b, a < y < b. Donc y € [a, b)].

On a donc (a,b) C I C a,b]. On en déduit que I est un des neuf
intervalles décrit dans la section 2.9.

28 Le premier ensemble est (—oo, —1)U (5, 00) et le second est (—oo,0)U
(1, 00).

29 Il suffit de vérifier que le formule finale est correcte pour n = 0 et
n = 1, et qu’elle est compatible avec le formule de récurrence.

30 Récurrence sur n.

31 Supposons (a,,) satisfait ’hypothese

Ve > 0,dN € N| tel que Vn > N, |a, — ¢| <e.

Soit € > 0. Alors €/2 > 0. Il existe donc par ’hypothese ci-dessus un N € N
tel que Vn > N, |a, —¢| < €/2. Comme €/2 < €, on a donc Vn > N, |a, — | <
e. Donc la suite (ay,) tend, par définition, vers /.

Réciproquement, si (a,) tend vers ¢, alors, puisque = < € implique = < €,
(ay) satisfait 'hypothese ci-dessus.

Les deux autres cas sont analogues.

32 On peut bien appliquer les théorémes sur les opérations de suites.
Mais on peut le faire a la main comme suit. On sait que Ve > 0, il existe
N € N tel que Yn > N, |z, — h| < e. On a alors Vn > N, |y, — (h+1)| =
|z +1—h—1| = |z, — h| <e.

33 1. Soit € > 0. D’apres I'exercice 23, il existe N tel que 1/n < €. Alors,
pour tout n > N, on a |z,| <1/n <1/N <€, donc |z, — 0| <e.

2. Soit € > 0. Il existe alors N € N tel que Vn > N, |z, — ¢| < €; donc
|(xr, —£)—0| < ¢, et il s’ensuit que la suite (z, —¥¢) tend vers 0. La réciproque
est analogue.
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34 Soit € > 0. Comme R est archimédien, il existe un entier N tel que
N > 1/€%. Donc, pour tout entier n > N, on an > 1/¢2. Alors 1/{/n < €
(pourquoi 7).

35 On a /2 > 1, donc ¥/2 = 1+ hy, h, > 0. La formule du binéme
implique pour n > 2, 2 = (14 h,)" = 14+ nhy, + -+ ; donc 2 > 1 + nhy,,
hn < 1/n et hy, — 0. Donc 1+ h, — 1.

36 Si on prend “Ve > 0”7 dans la définition, ou dans une des trois condi-
tions de 'exercice 31, on obtient les suites ultimement constantes.

37 Supposons que l'ensemble X = {z,, | n € N} soit fini. Soit ¢ la limite
de la suite. Supposons par Iabsurde que ¢ ¢ X. Posons ¢ = min{|z — /| |
x € X}; alors € > 0. Il existe donc N tel que Vn > N, |z,, — ¢| < €. Prenons
n=N+1. Onax, € X, donc |z, — | < e < |z, — ¢| : une contradiction.

Par suite, £ € X. Posons ¢ = min{|x — ¢|,z € X \ {¢}}. Alors ¢ > 0. 1l
existe N’ tel que Vn > N’ |z, — | < €. On doit alors avoir x,, = ¢. En effet,
dans le cas contraire, comme z,, € X \ {¢}, on obtient ¢ < |z,, —¢| < €, une
contradiction.

38 Si la suite (ay,) est bornée, il existe M tel que Vn € N, |a,| < M. Alors
—M < a, <M, donc on peut prendre A = —M,B = M.

Réciproquement, si Vn € N, on a A < a,, < B, alors soit a, > 0 et alors
lan| = an, < B, soit a, < 0 et alors |a,| = —a, < —A. Donc Vn € N, on
lan| < M, avec M = max(B, —A).

39 Cela découle de I'exercice 38.

40 1. S’il y a une limite, c’est aussi la limite de la suite décalée (z,+1).
De 'égalité z,,1 = 222 on déduit que la limite x doit satisfaire = 222
Donc x =0 ou z = 1/2.

2. Une récurrence immédiate montre que x, > 2. Donc la limite devrait
satisfaire x > 2 : contradiction. On peut montrer que x,, = 22n+1*1, qui tend
donc vers 'infini.

41 On a z, = m, qui tend vers 3/2.

42 Pour n assez grand, on a 1 < a < ¥n, car 1 < a < n. Donc par
le théoreme des gendarmes et le corollaire 3.13, la limite cherchée est 1. On
peut aussi raisonner comme dans ’exercice 35.

43 Suivre les indications.

44 On a |a"/n!| = |a|"/n! et on peut donc supposer que a > 0. Soit
N € Ntel que a < N. Alors pour tout n > N, ona a”/n! = a™a" "V /NI(N+
1)---n< (@ /NY(a/N)"N = (a/N")(a/N)~N(a/N)". Lasuite ((a/N)")
tend vers 0 (Proposition 3.19). Donc notre suite tend vers 0.

45 1. ap = n%,bp, = —n; 2. ap, = n,b, = —n?; 3. a, = n,b, = —n; 4.
an =n+(=1)",b, = —n.
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46 Ecrivant x, =i+ j(—1/2)" pour n =0 et n =1, on trouve i + j = a
et i—(1/2)j = b. On peut résoudre ce systéme et on trouve que x,, défini par
xn =1+ j(—1/2)" satisfait bien la récurrence de I’énoncé. Comme (—1/2)"
tend vers 0 (proposition 3.19), on en déduit que z,, tend vers i.

47 Les arguments son semblables a ceux de I'exercice 46.

48 Vn+3—/n= ﬁ% — 0.

49 Suivre les indications et appliquer la proposition 3.20.

50 Pour n = 1, c’est facile. Supposons que (1 + a)” > 1+ an; alors,
(1+a)" = (1+a)"(1+a) > (1 +an)(1+a) (puisque 1 +a > 0) =
1+a(n+1) +a*n > 1+ an, puisque a’*n > 0.

51 1. Une récurrence immédiate montre que z,, > 0; on en déduit que
Tn+1 < 1.

2. Calculer xp41 — 1.

52 Suivre les indications.

53 Suivre les indications.

54 Suivre les indications.

551.21—10 = 3; Tpy1—Tn = 3+/Tn—(3+/Tn_1) > 0 par hypothese de
récurrence : la suite est croissante. Si x,, < 6, alors x% 11 =9+ Ty +6\/x, <
9+6+6-3 < 36, donc z,+1 < 6. La suite converge vers x et on a x = 3+/z,
doncx = (-3 =22 —6x+9,22 -7 +9 =0; A =49 — 36 = 13,
= (1/2)(7+£+/13), et comme z > z1 =4, x = (1/2)(7 + /13).

2. Une récurrence immédiate montre que x,, > 0. Par suite, x, 41 > @y, :
la suite est croissante. Aussi, 3(1+43zy) > 14 7z, ; donc zp41 —zp > 1/3. 11
s’ensuit par récurrence que z,, — zp > n/3. La suite n’est donc pas bornée.
Elle vers I'infini.

3. La suite (a,) prend alternativement deux valeurs distinctes; elle ne
converge donc pas, et la suite (z,) non plus.

56 Suivre la progression des questions.

57 Soit € > 0. Il existe Ny, N1 € N tels que Vn > Ny, |az, — £] < € et que
Vn > Ny, |agnt+1 — ] < e. Soit P tel que P/2 > Ny et que P/2 —1/2 > Nj.
Soit p > P si p est pair, p = 2n, alors n = p/2 > P/2 > Ny, donc |a, —{| =
|agn, — ] < €; sipimpair, p=2n+1,alorsn = (p—1)/2 > P/2—-1/2 > Ny,
donc |ap, — | = |agn+1 — ¢ < e.

58 La suite (1 4 5-)%" est une sous-suite de la suite (14 1)"; elle tend
donc vers e (corollaire 3.26 et théoreme 3.29). Posons un = (14 %)"; alors

(u2) est la suite précédente. Comme |u,, — /€| =

|u Jr\ﬂ,etqueunZl on
[uZ —e|

a i < |u2 — e|. Donc u,, — /e tend vers 0.

La suite (1 4 n%rl)"“ tend vers e, car c’est un sous-suite de la suite du
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corollaire 3.26. On a (14 57)" = (14 727) " (1+ 757)" ™. Comme la suite
1+ %H tend vers 1, la suite (1 + n%rl)" tend vers e.

59 Une suite périodique, dont I'ensemble des termes est de cardinalité
> 2, ne converge pas; en effet on peut trouver deux sous-suites constantes
distinctes.

60 Posons z,, = Z—: On a xpy1/xn = an®/(n+1)¥ = a/(1 4+ 1/n)*. Ceci
tend vers a > 1, donc la suite z,, tend vers co (Théoreme 3.33).

61 1. Pour a,, > 1, la récurrence est immédiate. On vérifie que V2 =

1+ 1+1\/§- I s’ensuit que si a, < v/2 (resp. > v/2), alors an1 =1+ ﬁ =

(resp. <) 1+ 1+1\/§ = /2. Comme a,, est rationnel, on n’a pas a,, = V2. Par

suite les a, sont alternativement < et > que V2.
2. En appliquant deux fois la formule récurrence, on trouve que (*)

_ 4+3ay P _ _ 2(2-d?) . .
Un+2 = 3754 Dot apyo —ap = 313 La sous-suite des termes pairs est

donc croissante, et 'autre et décroissante. Etant bornées, elles convergent
donc toutes les deux.

3. La formule (*), par passage a la limite, montre que la limite a des
termes pairs (resp. des impairs) satisfait a = gigg, donc a? = 2. Comme la
limite est > 1 (car tous les a,, sont > 1), a = V2. Comme les deux sous-suites
ont la méme limite, la suite elle-méme tend vers elle.

En appliquant itérativement n fois la formule de récurrence a,, = 1 +

1
TFa, ;> On trouve

1
ap=14——
' 24 g

"Jr%

62 On va appliquer le résultat simple suivant : une sous-suite d’une sous-
suite d’une suite est une sous-suite de cette suite.

Par le théoreme de Bolsano-Weierstrass, on trouve d’abord une sous-
suite al, = ay, de la suite a, qui converge dans [a,b]. On considere alors la
suite b), = by, , et on lui applique le méme théoreme : elle possede la sous-
suite by, convergente dans [a, b]. La suite aj, est convergente dans [a, b], elle
est une sous-suite de a,,, et b%n est une sous-suite de by,.

63 Toute suite possede soit une sous-suite strictement décroissante, soit
une sous-suite croissante.

64 Soit @ < b. Dans l'intervalle (a, b), il n’y a qu'un nombre fini d’éléments
de F. Soit ¢ le plus petit d’entre eux. Alors a < c. Alors l'intervalle (a,c)
ne rencontre pas F. Mais il rencontre F, car celui-ci est dense. Donc (a, c)
rencontre E \ F. Donc ce dernier rencontre (a, b).

65 Suivre les indications.
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66 C’est une série géométrique. La somme partielle est S, =
Y o<icn(—1/2)F = % Lorsque n tend vers l'infini, le numérateur
tend vers 1, et le dénominateur est constament égal & 3/2. Donc la limite
est 2/3.

67 On a m = nia — ﬁ Les sommes partielles de la série
sont des sommes télescopiques, qui se réduisent a deux termes.

68 a, tend vers 0, donc 1/(1 + a2) ne tend pas vers 0 : la série diverge.

69 Suivre les indications, en tenant compte du fait que tout nombre entier
compris entre 0 et 2"t! — 1 est de maniere unique somme de puissances de
2 distinctes, avec exposant compris entre 0 et n (systéme binaire).

70 Critere de d’Alembert.

71 Suivre les indications.

72 Par hypothese, il existe M tel que pour tout n, |Sg,| < M. Soit
maintenant k£ entier naturel quelconque. Comme k,, tend vers l'infini avec
n, il existe n tel que k,, > k. Alors S < Sk, < M.

73 Soit a, = 1/nln(n). On a 2"agn = 2"2%%(2) = ln%Z)
harmonique diverge, et on applique la condensation.

74 Par le critere de condensation de Cauchy, 2"as» — 0. D’autre part,

pour un entier k, soit n tel que

. La série

3=

on < k< 2n+1

Alors 0 < kap < 2(2"agn) puisque la suite aj est décroissante. Comme le
terme de droite converge vers zéro lorsque k (et donc n) tend vers l'infini, le
théoreme des gendarmes nous permet alors de conclure.

75 1. Appliquer deux fois de suite le critére de condensation.

2. Le terme général est positif et borné par (1/3)" : converge.

3. Critere de d’Alembert, avec la proposition 3.26 : diverge.

4. Le terme général est équivalent a (3/7)" : converge.

5. Comme 3., mais ¢a converge.

6. Si a > 0 : critere de d’Alembert : converge.

7. Terme général équivalent & 3//n : diverge.

8. Terme général équivalent & 2"/n! (utiliser I'exercice 60 pour le prou-
ver) ; appliquer 6 : converge.

9. Terme général équivalent a 1/2n : diverge.
2

6 Yol hr = Xaa ﬁ = Xoa T(lrllf)} = 2 % +
> et ﬁ D ﬁ +2 e ﬁ = 2e.
T7O0na ) o ﬁ = %anl 5= g—z. Si Y ay, est une série conver-

gente, sa limite est la somme des limites de la séries de ses termes de rang
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pair, et de la série de ses termes de rang impair (prouver). On en déduit que

2 2

H =5+ ZnZl ﬁ, donc cette derniere est égale a %2.

78 > pn = 00 car ses sommes partielles sont positives et non bornées
(proposition 3.27). Le méme argument s’applique a > _(—gy).

79 Il existe M tel que b, < M pour tout M. La série ) M|a,| converge.
On a |apby| < Mlay|. On applique le corollaire 4.7.

80 1. Terme général > 1 : diverge.

2. Terme général positif et équivalent a 1/n'/* : diverge.

3. Appliquer le critere de d’Alembert a la valeur absolue du terme
général : converge absolument.

4. Critere de d’Alembert.

81 1. Le terme général est > 1 : diverge.

2. Théoreme 4.23 : converge. Corollaires 4.10 et 4.14 : ne converge pas
absolument.

3. Converge absolument car nt/3" < 1/n? pour n assez grand, car n%/3"
tend vers 0 (exercice 60).

82 1. up /vy, =14 (=1)"/y/n tend vers 1.

2. Théoreme 4.23.

4. Théoreme 4.23, apres vérification que v/n/(n —1) > /n+1/n.

5. D’apres 3, vy, est la somme de deux termes, dont I'un correspond a un
série convergente, et I’autre a une série divergente.

6. Les suites ne sont pas positives.

7. la suite v,, n’est pas décroissante.

83 On vérifie que 2k1+1 — 4k1+2 — 4k1+4 = 2(%1“) — 2(2/%”). Donc la somme
de la série ) ,~o(1/(2k + 1) — 1/(4k + 2) — 1/(4k + 4)) est égale a celle
de Zk20(2(2k1+1) - 2(2k1+2)). Par le théoreme d’associativité 4.17, c’est donc
aussi la somme de la série ), 2((;2:), c’est a dire %.

84 Appliquer les théoremes 4.25 et 4.26.

85 V'(a,e) = (a —€,a) U (a,a+¢).

86 On construit une suite infinie de nombres distincts x,,, et une suite
strictement décroissante J,, de nombres strictement positifs : g = 9, zg €
V'(x,0p) ; et récursivement, pour tout n > 1, 6, = | —xp_1], xn € V'(z,6y)
(x,, existe).

On a alors 6, < 0,1, car x,—1 € V'(2,6,-1), donc |z — xp_1| < dp_1.
Alors x,, est différent de xg, ..., x,_1, car il est plus proche de x que ceux-ci.
Et z, est dans V'(z,d,) C V'(x,0).

87 x est un point d’accumulation de A si et seulement si :

1/2

Ve > 0,V'(z,e) N A # 0.
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La négation de ceci est
Je > 0tel que V'(z,e) N A = 0.

88 Soit x un réel et 6 > 0. Comme Q est dense dans R, QQ rencontre
l'intervalle (z, 2z + §) ; donc Q rencontre V'(x, ).

89 Ce sont tous les points de [0, 1].

90 Soit z € D. 1l existe alors un intervalle I tel que z € I C D. Sans
perte de généralité, on peut supposer que [x,x + h] C D, avec h > 0. Alors
pour tout € > 0, V'(z, €) rencontre [x,x + h], donc rencontre I.

91 11 existe n tel que Dy ne rencontre pas V'(zg,n). Soit £ € R. Soit
e > 0. Alors pour tout = € V'(zo,n) N Dy, on a |f(xz) — ¢| < €; en effet,
V'(zo,m) N Dy est vide, donc aucun tel = n’existe.

92 1. Multiplier en haut et en bas par v/2 + = + /2. La limite est v/2/4.

2. On suppose © > 1. Comme 22 — 1 = (z —1)(z + 1), on a Va2 -1 =

vr—1yxz+ 1, donc ¥ x2_11 = /x4 1 qui tend vers /2 lorsque z tend vers

Vil _ (femn/Ee) _ z—1 _ Va1
Va—1 — (Ve+)Va—1 — (Va+l)vVae—1 — Va+l
(v — 1)), qui tend vers 0. Donc la limite cherchée est /2.

3.a"—a" = (r—a)(a" t+a"2a+ - +a L

94 Faisons 'hypothese qu’on ait : pour tout € tel que 0 < € < 7, il existe
d > 0 tel que pour tout € Dy, |x — a| < ¢ implique |f(z) — f(a)| < e.
Nous montrons qu’alors f est continue en a. Soit donc € > 0. Posons ¢ =
min(n/2,¢). Alors 0 < € < n; il existe donc par hypothese 6 > 0 tel que
pour tout & € Dy, |x —a| < ¢ implique |f(x) — f(a)| < €. Mais € < ¢, donc
[f(z) = fla)] <e

95 Suivre les indications.

96 On a In((1 + 1/n)") = nln(l + 1/n). Par le corollaire 3.26 et le
théoreme 5.14 (puisque la fonction In est continue), la limite de la suite
(nln(14 1/n)) est In(e) = 1.

On a In((1 + 1/n)"™®) = nln(a)In(1 + 1/n). Donc la suite (In((1 +
1/n)™17(@))) tend vers In(a). Donc par le théoreme 5.14 (puisque la fonction
e® est continue), la suite ((1 4 1/n)"™@) tend vers @ = g,

On a In((1 + 1/n)"*) = n2In(1 + 1/n). Donc la suite (In((1 + 1/n)"))
tend vers co. Donc par le théoreme 5.14, la suite ((1+ 1/n)"") tend vers cc.

On a In((1 4+ 1/n)V") = /nln(1 + 1/n) = (1/y/n)nln(1 + 1/n). Donc
la suite (In((1 4 1/n)vV™)) tend vers 0. Donc par le théoréme 5.14, la suite
((1+1/n)Y™) tend vers 1.

i

1. De plus, (car x — 1 =
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-1 <0
97 Non : un contre-exemple est la fonction f(z) =<0  z = 0. Elle est

1 z >0
continue partout, sauf en x = 0, mais f(h) + f(—h) = 0 pour tout h, et la
limite quand h tend vers 0 existe donc.

98 Elle prend la valeur 1 pour des x aussi proches qu’on veut de 0 : en
effet, c’est le cas pour = l'inverse de 7/2 + 2n7, n entier naturel.

99 On a |f(z)| < |z|, donc f est continue en 0, car f(0) = 0. Soit a
rationnel non nul; comme R\ Q est dense dans R, f(z) prend la valeur 0
pour des x aussi proches qu’on veut de a, mais f(a) = a # 0; donc f n’est
pas continue en a. Soit a irrationnel ; comme Q est dense dans R, f(z) prend
des valeurs > |a|/2 pour des x aussi proches qu’on veut de a, mais f(a) = 0;
donc f n’est pas continue en a.

100 On a |f(z)] < |z|.

101 1. Utiliser I’exercice 19.

2. La fonction valeur absolue est continue ; utiliser les théoremes 5.15 et
5.16.

102 Ce polynéme représente une fonction continue, qui prend les valeurs
—2 et 1 en —1 et 0. On applique le théoreme des valeurs intermédiaires.

103 La fonction f(x) associée au polynome tend vers —oo (resp. 0o) avec
x. Il existe donc a < b tel f(a) <0 et f(b) > 0.

104 Cette fonction tend vers I'infini avec x.

105 La fonction sinus de R sur [—1,1]. Ou la méme fonction, restreinte
a lintervalle (—m, 7).

106 On pose § = €/k pour se conformer a la définition 5.20.

107 La fonction sin : [—-27,27] — R est uniformément continue par le
théoreme 5.22. Soit € > 0. Il existe donc § > 0 tel que pour tout a,b dans
[—27,27], |a — b] < § = |sin(a) — sin(b)| < €; on peut supposer § < 2.
Soient z,y dand R avec |z — y| < 4. Il existe alors a,b € [—2m,27] tels
que |a —b| < ¢ et que © — a,y — b sont des multiples entiers de 2m. Alors
|sin(z) — sin(y)| = |sin(a) — sin(b)| < e.

108 On a pour tout réel z, |z| < 1+22. Donc pour tous z,y € R, |z+y| <

|z[+[y| < 2(1+22)(14y?). Par suite, | 7 _1+1y2| = ey | < 20—y,
puisque |(1+xé’jﬁ| < 2. La fonction est donc lipschitzienne de rapport 2,

donc uniformément continue (exercice 106).
109 On a % — 1 2. Siz,y > 1, alors cette différence est en valeur
absolue < |z —y|; donc la fonction 1/x sur [1, 00) est uniformément continue,

méme lipschitzienne de rapport 1 (exercice 106).
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Soit n > 1, et prenons y = %,x = n%_l € (0,1], et posons f(t) = % On a
y—r = ﬁ Pour n assez grand, cette derniere différence est aussi petite
qu’on veut, mais f(x) — f(y) = 1. Donc f n’est pas uniformément continue
sur (0, 1].

110 Prenons x = l'inverse de 2km, et y = l'inverse de 2km + 7/2,k € N.
Pour k grand, « —y est tres petit, mais cos(1/z) —cos(1/y) = 1. La fonction
cos(1/x) n’est pas uniformément continue.

111 Evident.

112 La fonction = + 22 est continue et strictement croissante.

113 1. Le théoreme 5.11 implique que |sin(z)| tend vers 0 quand = tend
vers 0. Donc sin(x) aussi.

2. La question précédente montre que les limites, quand ¢ tend vers 0,
de sin ¢ et cos ¢, sont respectivement 0 et 1. Donc, la formule sin(f + ¢) =
cos 0sin ¢ + cos ¢ sin @, pour 0 fixé, montre que la limite, quand ¢ tend vers
0, de sin(0 + ¢), est cosfsin(0) + cos(0) sinf = sinf. Donc la fonction sin
est continue en 6.

114 Suivre les indications.

115 f'(0) = 0.

116 On définit f(z) = 1 pour z < 0, f(z) = |z] pour z € [0,n), f(z) =n
pour z > n.

117 Appliquer le théoreme 6.3.

118 (fn)/ — nfnflf/.

19 (fio fao o fo) = (fiofoo...ofu)(faofzo...ofn) - fp.

120 On a (g o f) = (¢ 0 f)f', donc (g f)" = (g" o F)f2+ (g 0 )"

121 f, = fifa- - fa

122 La dérivée de tan est 1/ cos?(x). Donc la fonction tan(z) est stricte-
ment croissante, de (—7m/2,7/2) sur R.

123 1) En utilisant l'inégalité avec la fonction tangente, on obtient
|cosz| < |sinz/z|, et en utilisant I'exercice 113, on obtient |sinz/z| < 1.
Donc par le théoreme des gendarmes, la limite de |sinz/x| est 1 quand x
tend vers 0.

124 Suivre les indications.

125 Théoreme de Rolle. Les racines de la dérivée de 22% — 322 + k = 0,
qui est 823 — 6z sont —\/3/2, 0, \/§/2

126 Par hypothese, f — g est de dérivée nulle. Donc f — g est constante
(corollaire 6.12).

127 Soit f(x) = 2% —cos(z). La fonction f est paire, ¢’est-a-dire f(—z) =
f(z); il suffit donc de montrer que f a un seul zéro pour = > 0, sachant
que f(0) # 0. Sa dérivée est 2z + sin(z), qui est > 0 sur U'intervalle (0, 1)
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(1 < w/2). Par le corollaire 6.11, f est strictement croissante sur [0, 1], donc
injective. Comme f(0) = —1, f(1) = 1—cos(1) > 0, il existe par le théoreme
des valeurs intermédiaire un = € (0,1) tel que f(x) = 0; il est unique car f
est injective. Pour x > 1, on a f(x) > 0.

128 Sia < bet f'(a) < f/'(b), soit h une valeur strictement entre f’(a) et
f/(b). Soit g(z) = f(x)—hx. Alors ¢'(z) = f'(x) —h. Donc ¢'(a) < 0 < ¢'(b).
Il existe d’apres exercice 124 un ¢ € (a, b) tel que ¢'(¢) = 0. Donc f'(¢) = h.

129 Suivre les indications.

130 Les dérivées successives de la fonction sin, en commengant par
celle d’ordre 0, sont sin, cos, —sin, — cos, sin, cos, —sin. En appliquant
le théoréeme 6.14 avec a = 0 et n = 6, on trouve sin(b) — (b — % + %) =
—sin(c)%, avec ¢ € (0,b). Si b € [0,7], on a c € (0,7), donc sin(c) > 0, et
par suite sin(b) — (b — % + %) <0.

131 1. La dérivée de tan(z) est tan(z)?+1; donc la limite de lim,_,o 222
est 1. Donc la limite demandée est 1.

2. La fonction f(r) = cos?z — 1 a pour dérivée f'(x) = —2sinzcosz;
la dérivée seconde est —2cos®x + 2sin?2z = 2 —4cos?z = —2 — 4f(x); la
dérivée tierce est 8sinx cosz. La formule de Taylor pour n = 3 nous donne,
pour z > 0, f(x) = —2% + (8/6)c, avec ¢ € (0,z). Comme ¢3/z? < z, la

limite demandée est —1.

132 La formule dépend de la valeur de n modulo 4.

133 On utilise [x — /2,2 + /2] C (x — d,x +0) C [x — b, x + 4].

134 Pour tout = € (a,b), on a (x — 0,2+ J) C (a,b), ot § = min(x —
a,b— ).

135 Montrons que O1N- - -NO,, est un ouvert pour tout n > 1 et pour tous
les ouverts O;. Sin = 2, c’est prouvé dans la preuve du théoreme. Supposons
que ¢a soit vrai pour n > 2. Alors O1N---NOpt1 = (01N -NOR)NOpyi.
L’ensemble entre parentheses est un ouvert par hypothese de récurrence.
Donc le cas n = 2 permet de conclure.

136 On a R\ [a,b] = (—o0,a) U (b,00), R\ (—00,a] = (a,0).

137 Son complémentaire est (—oo,0) U (1,00) UJ;,(1/(n+1),1/n).

138 Le supremum est la limite d’une suite. -

139 Soit (¢,,) une suite, ou chaque ¢, est la limite d’une sous-suite de
la suite (ay), qui converge vers £. Pour tout n > 1, il existe une infinité de
k tels que |ap — £,] < 1/n. On peut donc construire une suite strictement
croissante 1 < ky < kg < kg < - -+ telle que pour tout n > 1, |ag, —¥€,| < 1/n.
Soit € > 0; il existe N tel que Yn > N, |{,, — {| < e. On peut supposer N
tel que 1/N < e. Alors, pour tout n > N, on a 1/n < 1/N < e. Donc
lak, — 4| = |ak, — ln + bn — 4] < |ak, — ln| + [€n — €] < 2e.
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140 Soit x dans I’adhérence de E. Pour n > 1, il existe x, dans E N
V(z,1/n). Clairement, la suite (x,) tend vers .

Réciproquement, soit (z,) une suite d’élements de E qui tend vers x.
Alors, pour tout § > 0, il existe x,, € V(x,8) N E. Donc x est dans E.

141 Utiliser la définition de la densité dans la section 3.16.

142 Ce sont les intervalles [a, b].

143 Soit a,, la suite convergente, de limite a. Soit A = {a,,n € N} U{/¢}.
L’ensemble A est borné (théoréeme 3.6), et il suffit donc de montrer qu’il
est fermé. Soit x, une suite convergente telle que x,, € A pour tout n, de
limite z. Il suffit de montrer que x € A. On peut supposer que x,, prend une
infinité de valeurs : en effet, on utilise ’exercice 37. On peut supposer que
pour tout M, il existe n > M et p > M tel que x, = ay, ; en effet, autrement
T, ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

Soit € > 0. Il existe P tel que Vp > P, |z — zp| < e. Il existe aussi N
tel que Vn > N, |a — ap| < €. Mais il existe n,p > M = max(N, P) tel que
Zp = ap. Alors [{ —z| < |0 —ay| + |z, — x| < 2e. Donc « = £ par le corollaire
2.10.
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